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32. Band, Heft 4 14. Januar 1950 S. 145—192 
Analysis. 
Allgemeines: 


e Timpe, Aloys: Grundschule der Höheren Mathematik zum Gebrauch bei 
Vorlesungen und zum Selbstunterricht. I.: Differential- und Integralreehnung ent- 
wickelter Funktionen einer Veränderlichen. II.: Funktionen von mehreren Ver- 
änderlichen. Unendliche Reihen. Komplexe Veränderliche. 2. Aufl. Eichwalde 
b. Berlin: Industrie-Verlag Carl Haenchen 1949. IV, 154 S. u. IV, 140 8. 
DM 7.50 u. DM 6,50. 

Gebrauchsmathematik in knapper, aber methodisch wie didaktisch befriedi- 
gender Darstellung; die vielen Übungsaufgaben sind auch vom Standpunkt der 
Anwendung des Gelehrten auf technische Dinge vielseitig und interessant gewählt. 
Des Buch verdient es, als Kurzeinführung anerkannt zu werden. Der Umfang des 
Stoffes ergibt sich aus den Untertiteln zu TeilI und II. Egon Ullrich (Gießen). 

Loria, Gino: Sull’introduzione dei numeri immaginari e irrazzionali. Archimede, 
Firenze 1, 48—49 (1949). 


Mengenlehre: 


Shukla, R.: A system for general set theory. J. Indian math. Soc., 1I.s. 12, 
121—124 (1948). 

Läßt man von den mengentheoretischen Axiomen diejenigen fort, die die Exi- 
stenz einer Menge mit unendlich vielen Elementen postulieren, so kann man aus den 
übrig bleibenden ein System von Sätzen gewinnen, das nach einem Ausdruck von 
A.Fraenkel die sogenannte ‚allgemeine Mengenlehre‘ definiert. Für diese all- 
gemeine Mengenlehre kann man ein zahlentheoretisches Modell angeben. Das wird 
hier in bezug auf ein Gödelsches Axiomensystem durchgeführt. Der Gedanke ist 
nicht neu; vgl. Ref., Math. Ann., Berlin 114, 305—315 (1937); dies. Zbl. 16, 195, 
wo ein zahlentheoretisches Modell der allgemeinen Mengenlehre ebenfalls unter Ver- 
wendung von Dualzahlen mit Bezug auf das Zermelosche Axiomensystem an- 
gegeben wird. W. Ackermann (Lüdenscheid). 

Kuratowski, Casimir: Sur lPextension de deux th6oremes topologiques A la 
theorie des ensembles. Fundam. Math., Warszawa 34, 34—88 (1947). 

Verf. betrachtet die beiden topologischen Sätze: A. Es gibt auf der Ge- 
raden ein System von 2° Mengen, von denen keine stetiges Bild einer anderen 
ist. — B. Es gibt auf der Geraden ein System von 2° Mengen, von denen 
keine homöomorph zu einer Untermenge einer anderen ist. — Verf. gewinnt 
diese Sätze als einfache Folgerung aus dem allgemeinen Satze: Sei X eine 
unendliche Menge von der Mächtigkeit m und ® ein System von höchstens m 
Transformationen f, welche Teilmengen von & mit der Mächtigkeit m in eben- 
solche Teilmengen überführen. Dann gibt es ein System F von 2" Teilmengen von 
&%&, so daß aus XEF, YEF,X-+JYJ £olsgt: X) — fX)- Y=m für jedes 
fe®. — Eine Folge dieses Satzes ist der nachstehende, welcher die obigen Sätze 
A und B umfaßt: Auf der Geraden (allgemeiner: in jedem vollständigen, separabeln 
und unabzählbaren Raum) gibt es ein System F von 2° Mengen, so daß aus XEF', 
YEeF,X=#J folgt (X) — (X): Y =c, wenn f eine beliebige auf X definierte, 
stetige Funktion ist, die c Werte annehmen kann. (Vgl. die in nachsteh. Referat 
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zitierten Sätze von Sierpinski, welche ebenfalls die obigen Sätze A und B liefern. 
Bem.d. Ref.) Neumer (Mainz). 


Sierpinski, Waclaw: Deux theoremes sur les familles de transformations. 
Fundam. Math., Warszawa 34, 30—33 (1947). 

Verf. beweist folgende Sätze: Sei M eine unendliche Menge mit der Mächtigkeit 
m und F ein System von m auf M definierten Funktionen (deren Werte zu M ge- 
hören mögen oder nicht). Dann gibt es ein System ® von 2" verschiedenen Teil- 
mengen von M mit der Eigenschaft, daß f(E)+H, falls E€®, He®D, E+H, ref 
Verf. bemerkt, daß dieser Satz von A. Lindenbaum 1937 ohne Beweis veröffent- 
licht wurde. — Wenn den Funktionen f€ F noch die Bedingung auferlegt wird, daß 
sie einen Wert aus M höchstens einmal annehmen dürfen, dann kann man für das 
System ® noch erreichen, daß f(E)-f(E)-H=#0 wird für Ee®,He®d, E+H 
fe F. — Zum Beweis geht Verf. aus von einer Wohlordnung der Elemente von M 


(vom Typus der zu m gehörigen Anfangszahl 9) und einer Zerlegung T = = Te 
pP 


der Menge aller Ordnungszahlen « <g in m fremde Teilmengen der Mächtigkeit m; 
er gibt dann ein Verfahren an, durch welches jeder Teilmenge UCT eine Teil- 
menge E,C M zugeordnet wird, so daß E,—E,E,=m; die Menge © aller E, 
hat dann die oben angegebenen Eigenschaften. Neumer (Mainz). 

Sierpinski, Waclaw: Un theor&me sur les puissances des ensembles. Fundam. 
Math., Warszawa 34, 72—74 (1947). 

Verf. beweist ohne Auswahlaxiom folgenden Satz: Wenn M eine Menge von 
der Mächtigkeit m, P eine Untermenge von der Mächtigkeit p und n eine Kardinal- 
zahl mit m zZn>p ist, so gibt es eine Menge N von der Mächtigkeit n, so daß 
MDND P. — Der Beweis wird auf folgenden Hilfssatz zurückgeführt: Sind P,Q@ 
beliebige Mengen und ist g(Q)Q, Py(P)CQ, dann gibt es eine Menge E 
mit den Eigenschaften (1) QDEDQ-y(P), p(E)yiQ@-E)=0, o(E) 
+y71(@— E)DP. — Eine solche Menge E ist der Durchschnitt aller Z, welche 
die Eigenschaften aufweisen: DO H2Q—y(P), y[P-p(H)]JT H (solche Z gibt 
es, 2.B.9). Es gilt E=[Q—-y(P)]+y[Py(E)], aber auch E = [Q—y(P)]+ 
vPo[a —y(P)]+ yPoy PP [Q —y(P)] +. — Um mittels des Hilfssatzes 
obigen Satz zu gewinnen, braucht man nur eine beliebige Menge Q mit Q = n an- 
zunehmen; aus den Voraussetzungen des Satzes folgen dann die Äquivalenzen 
PmYP)ERTEQ)CM; erfüllt E die Bedingungen (1), so erfüllt N=o(E) 
+y1(Q — E) die Bedingung des Satzes. — Für Ordnungszahlen oder die Fröchet- 
chen Dimensienszahlen gilt der Satz nicht. Neumer (Mainz). 

Sierpinski, Waclaw: Demonstration de P’egalite 2" — m = 2" pour les nom- 
bres cardinaux transfinis. Fundam. Math., Warszawa 34, 113—118 (1947). 

Verf. beweist den 1926 von Tarski chne Beweis veröffentlichten Satz: Un- 


abhängig vom Auswahlprinzip gilt für jede Kardinalzahl m > x, die Beziehung: _ | 


2 —m= 2". Tarski hatte lediglich angegeben, daß dieser Satz aus gewissen 
von ihm ebenfalls unbewiesen ausgesprochenen Hilfssätzen folge. Verf. rekonstruiert 
diesen Zusammenhang nicht, sondern gibt einen neuen Beweis, für den er zwei 
Hilfssätze herleitet, deren erster ebenfalls von Tarski ohne Beweis aufgeführt, aber 
nicht in obigem Zusammenhang erwähnt worden war. — 1. Hilfssatz. Ohne Aus- 
wahlaxiom kann man beweisen, daß aus A» B die Existenz von Mengen C\, 0%, 
D,,D, fclgt mit den Eigenschaften: A— B=(0,+0,, B-A= D,+D;, 
0%,=0=DD, OmD, 0%, +ABNmABND,+AB. — (Unter A—B 
versteht Verf. die Menge A— AB. Anm. d. Ref.) Zum Beweis des Hilfssatzes 
bezeichnet Verf. mit 9 die Abbildung A  B und mit O, die Menge aller x€ A, für 
diegilt: zeA— B, g(@)eAn=1,2,...); analog bedeutet D, die Menge aller 
yeB mit yeB—A, pr(y)eB (n=1,2,...). Dann wird gezeigt, daß O,, D, 
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und (= (4—B)—(,, D)=(B—-A)—D, die im Hilfssatz genannten Mengen 
sind. — 2. Hilfssatz. Wenn 2"=-m+p und m=m+3,so gl pa2%. — 
Der Beweis benützt eine ähnliche Schlußweise wie der übliche Nachweis, daß 
2" > m. — Die Herleitung des obigen Satzes aus den beiden Hilfssätzen gelingt 
nun mittels einiger (durchaus nicht offen zutage liegender) Zwischenglieder. 
Neumer (Mainz). 

Sierpinski, Waclaw: Sur Pimplieation (2m < ?n) > (m <n) pour les nom- 
bres eardinaux. Fundam. Math., Warszawa 34, 148—154 (1947). 

Diese Implikation ist gleichbedeutend mit dem Satz: Wenn M,N,P,Q 
elementefremde Mengen sind mitt MXN, PnQ,M+ NW RCP+Q, 
dann kann man ohne Auswahlprinzip eine Äquivalenz MR,CP 
herstellen. — Da M,N, P,Q keine gemeinsamen Elemente besitzen, kann man 
jede der Aquivalenzen MN, PQ mit demselben Buchstaben, etwa 9, be- 
zeichnen, so daß x’=o(x) das Bild von x bedeutet, wenn zeM,N,.P oder Q 
ist. Analog kann die Äquivalenz M-+ NR mit ® bezeichnet werden, so daß 
R=9M-+N), M+N=dÖ(R). Falls ze(P+Q)—-9(M-+N), soll #(x) 
nicht existierend heißen. — Es wird nun diese Folge von Funktionen vom Typus 
9* + @ betrachtet: 

(1 IR, = ee = 

Kl) = PR), X) = dplr), KR) = PIp(lR), la) = Ipdp(R),... 
Jedes x€ M bestimmt eine solche Folge (deren Glieder nicht sämtlich zu existieren 
brauchen). Wenn «EM, x’=x, so enthalten die zugehörigen Folgen ent- 
weder dieselben Glieder in derselben oder in der inversen Ordnung oder sie haben 
gar keine Glieder gemeinsam. — Diejenigen x€ M, für die alle Glieder von (1) 
existieren, bilden eine Menge M,C M; der Durchschnitt der Menge aller ver- 
schiedenen Glieder aller für «€ M, gebildeten Folgen mit der Menge P heiße P.; 
ferner si N, =9(M,), Q, = yY(P,). Verf. beweist, dß PR +Q,=9(M, + N))- 
Auf Grund des vom Verf. 1922 bewiesenen Satzes, daß (ohne Auswahlprinzip) aus 
MN, PwQ, M+N=P+RQ auch Mmw P folgt, ergibt sich dann, daß 
M,» P,; diese Abbildung wird für x€ M, mit f(x) bezeichnet. — Auch in den drei 
anderen Fällen, daß für x€ M die Glieder der Folge (1) nur nach rechts oder nach 
links hin unbegrenzt oder daß sie überhaupt nur in endlicher Anzahl existieren, 
ergibt eine ins einzelne gehende Betrachtung, daß stets ein f(x)€ P definiert werden 
kann; es wird gezeigt, daß f(x) = f(x’) für x =# x’, womit der Satz bewiesen ist. 
— Aus ihm folgt induktiv (m s#n) (msn) für k=1,2,3,... und 
hieraus (kn > 2») — (n >28). — Ohne Beweis haben A. Tarski 1924 bzw. 
A.Lindenbaum 1926 ausgesprochen, daB (ms2n)> (msn) bzw. 
(km <Skn)— (msn) (k=1,2,3,...) ohne Auswahlprinzip beweisbar sei. Verf. 
hält letzteren Beweis schon im Falle k = 3 für schwierig. Neumer (Mainz). 

Dushrik, Ben: Maximal sums of ordinals. Trans. Amer. math. Soc. 62, 240 
bis 247 (1947). 


Verf. betrachtet Summen von Ordnungszahlen N 
Fi €<o 


a: über das „Argument“ o, 


welche aus einem gegebenen Summandensystem 5 = [a/a, ß/b,...] hergestellt 
sind, wobei {x,ß,...} die Menge der verschiedenen Summanden ist und die 
Kardinalzahlen a,b, ... die Häufigkeit der x,ß,... angeben. Man kann fragen, 


wann es eine größte unter der Menge aller Summen N a; gibt, die sich über einem 
ö €<o 


geeigneten festen a durch alle möglichen Anordnungen des Systems S (bei Erhaltung 

der Häufigkeiten a,b,... der einzelnen Summanden) bilden lassen. Verf. be- 

antwortet hier nur die Frage, ob es Argumente o gibt, die für jedes mit o vereinbare 

System S eine Anordnung mit maximaler Summe zulassen. Die Antwort lautet 

(vom trivialen Fall © < w abgesehen): Wenn 0=wa+n,wo D<axa<o, und 
(0) 
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n >1 eine natürliche Zahl, oder wenn o > w,, so kann man immer ein Summanden- 
system S angeben, von welchem keine Anordnung über o eine größte Summe liefert 
Wenn o= wa (<a <w,), dann gibt es zu jedem Summandensystem S, das 
sich über o anordnen läßt, eine Anordnung, welche eine maximale Summe liefert. 
Neumer (Mainz). 

Sierpinski, Waelaw: Sur un probleme eoneernant le erible de M. Lusin. Fundam. 
Math., Warszawa 34, 69—71 (1947). 

Ist jeder rationalen Zahl r eine Menge E, zugeordnet, so werden V E,E,E,... 
— K,(E,) gesetzt, wobei die Vereinigung sich über alle unendlichen, monoton 
fallenden Folgen rationaler Zahlen erstreckt. Nun sei jedem Paar (u, v) rationaler 
Zahlen eine Menge E} zugeordnet, und es sei K,(E,)=E" und K,(E)=E 
gesetzt. Kuratowski hat die Frage aufgeworfen, ob dann stets zwei Funktionen 
{(r) und g(r) existieren, die jeder rationalen Zahl r eine rationales f(r) bzw. g(r) zu- 
ordnen, derart, daß, wenn E ” — E, gesetzt wird, E=K,(E,) ist. Verf. beant- 
wortet die Frage verneinend. Nöbeling (Erlangen). 

Liapounoff, A.: Sur les ensembles projeetifs, qui admettent des d&eompositions 
regulieres. Mat. Sbornik, II. s. 20, 179—196 u. franz. Zusammenfassg. 196 (1947) 
[Russisch ]. 

Nach M.Kondo [Jap. J. Math. 15, 197—230 (1939); dies. Zbl. 22, 123] ist 
jede projektive Menge CI, der zweiten Klasse die Projektion einer uniformen 
OA-Menge ECI,,. Die Projektionen der Konstituanten EP von E bilden eine Zer- 
legung von & in eine transfinite Folge von Borelschen Mengen. Verf. nennt diese 
Zerlegung regulär, wenn sie folgende Eigenschaft hat: für jedes vollständig additive 
Maß F(U), das für alle Borelschen Mengen definiert ist, bzw. für jede perfekte 
Menge P existiert eine Ordinalzahl y<.Q2 derart, daß F(Pr,(® & EP)) = 0 bzw. 

B<y 
die Menge Pr,( N EP) von erster Kategorie auf P ist. Es seien A, die Klasse aller 
P<y > 
Mengen, die eine reguläre Zerlegung zulassen, OA, die Klasse der Komplemente 
der Mengen aus A, und B, die Klasse aller Mengen, die ebenso wie ihre Komple- 
mente in A, liegen. (Alle Mengen CA liegen in A,; die Klassen A,, CA, und B, 
sind topologisch invariant.) Verf. beweist: Alle Mengen A liegen in A,. Die Klasse 
der Mengen A, ist invariant gegenüber den Operationen II, &, Aund CA. Zwei 
Mengen C’A, ohne gemeinsame Punkte sind immer trennbar durch Mengen aus B,. 
Wenn man aus zwei Mengen aus CA, (oder A,) ihren Durchschnitt tilgt, sind die 


verbleibenden Mengen trennbar mittels Mengen aus A,. (Zur Terminologie und 
Bezeichnungsweise vgl. N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 
1930. — Pr, bedeutet die Projektion in die x-Achse.) Nöbeling (Erlangen). 

Rado, R.: Covering theorems for ordered sets. Proc. London math. Soc., II. s. 
50, 509—535 (1949). 

Es sei $ eine beliebige geordnete Menge. Eine Teilmenge I von S heiße ein 
Intervall, wenn aus aEI, ceI, a<b<c folgt bEI. Jedem Element » einer 
Menge N sei eindeutig ein Intervall I, von S zugeordnet. Verf. beweist: 1. Damit 


für ein vorgegebenes ganzes k >0 Mengen N,,...,N, mit N V---UN,=N 

und Lv» =0 für v#v; v‚VeN,„, 1<x<k existieren, ist notwendig und 

hinreichend, daß für jek& +1 verschiedene Indizes »4,...,», gilt I, I, Ir 

—=0. — 2. Damit ein ganzes k >0 und k Mengen N,,...,N, existieren mit 
k 

N Ors 2 UN,.GN, ‚ul zen Lund L,,=0(=#$v;v,vVeN.,;1<x<k), 


ist notwendig und hinreichend, daß N wohlgeordnet werden kann, derart, daß für 
jedes zeUTJ, die Menge N (x) allerve N mit xEI, ein letztes Element enthält 
(dann kann k—= 2 gewählt werden). — Es folgen 3 Überdeckungssätze 3. — 5. 
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für die Menge aller reellen Zahlen. Satz 3 ist eine Verallgemeinerung des 1-dimen- 
sionalen Falles des Überdeckungssatzes von Lindelöf (die Voraussetzung der 
Offenheit der überdeckenden Mengen wird abgeschwächt). Die Sätze 4 und 5 sind 
quantitative Versionen des Satzes 2, wobei eine ‚kleine‘ Menge nicht überdeckter 
Zahlen zugelassen ist. Nöbeling (Erlangen). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Hodges jr., J. L. and Alfred Horn: On Maharam’s conditions for measure. 
Trans. Amer. math. Soc. 64, 594—595 (1948). 

Es wird gezeigt, daß eine der in der Arbeit von D. Maharam [Ann. Math., 
Princeton, II. s. 48, 154—167 (1948); dies. Zbl. 29, 204] angegebenen Bedingungen 
aus den übrigen gefolgert, also weggelassen werden kann. Nöbeling (Erlangen). 

Federer, Herbert: The (®,k) reetifiable subsets of n space. Trans. Amer. 
math. Soc. 62, 114—192 (1947). 

A.S. Besicovitch [Math. Ann., Berlin 115, 296—329 (1938) und 116, 349 
bis 357 (1939); dies. Zbl. 18, 113 und 20, 10] und A. P. Morse und J. F. Randolph 
[Trans. Amer. math. Soc. 55, 236—305 (1944)] haben lokale Kennzeichnungen 
gegeben für diejenigen Mengen der Ebene, die für ein gegebenes lineares Maß ® 
(z. B. das von Carath&odory) abzählbar ©-rektifizierbar sind, d.h. bis auf eine 
Menge vom ®-Maß Null enthalten sind in der Vereinigung abzählbar vieler rekti- 
fizierbarer Bogen. Besicovitch hat weiter gezeigt, daß die lokalen geometrischen 
Eigenschaften der ebenen Mengen und ihre globalen Rektifizierbarkeitseigenschaften 
eng verknüpft sind mit dem eindimensionalen Lebesgueschen Maß der orthogonalen 
Projektionen dieser Mengen in Gerade beliebiger Richtungen. Verf. verallgemeinert 
diese Resultate auf die Maße ® im Euklidischen E, (insbesondere die k-dimensio- 
nalen Maße von Carathe&odory, Federer, Gillespie, Groß, Favard und 
Hausdorff). U.a. handelt es sich dabei um den Zusammenhang zwischen den 
beiden folgenden Begriffen, von denen der erstere von globaler, der letztere von 
lokaler Natur ist: A CE, heiße (®, k)-rektifizierbar, wenn A D-fast ganz in der 
Vereinigung abzählbar vieler rektifizierbarer (d.h. Lipschitzscher) k-dimensionaler 
Flächen enthalten ist; A heißt (®, k)-restringiert im Punkt x, wenn, grob gespro- 
chen, eine passende Konfiguration (n — k)-dimensionaler Ebenen des E, durch x 
„ziemlich“ frei ist von Punkten von A (das ‚ziemlich‘ ist durch ® und & definiert). — 
Ein Nebenergebnis besteht darin, daß für jede Menge A des E, das k-dimensionale 
Hausdorff-Maß mindestens gleich dem k-dimensionalen Favard-Maß ist. Damit 
diese beiden Maße einander gleich sind, ist notwendig und hinreichend, daß A 
(D, k)-rektifizierbar ist (® das Hausdorff-Maß). — Als Anwendung wird gezeigt, 
daß für eine stetige, nichtparametrische zweidimensionale Fläche des %, die 6 ge- 
nannten Maße (k — 2) zusammenfallen. Nöbeling (Erlangen). 

Federer, Herbert: Essential multiplieity and Lebesgue area. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 34, 611—616 (1948). 

Es sei M eine k-dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeit, X eine kompakte, 
lokal zusammenhängende Teilmenge von M,Y der k-dimensionale Euklidische 
Raum (das k-dimensionale Lebesguesche Maß in Y heiße L,) und © die Menge aller 
stetigen Abbildungen f von X in Y. Als Areal (area), entsprechend dem Flächen- 
inhalt einer Fläche im dreidimensionalen Raum, jedes Bildes f(X) von X definiert 
man Glf)= [aG,; y)dL,y. Hierin darf man für M(f, y) aber nicht die gewöhn- 
liche Vielfachheit von fin y (= Anzahl der Urbildpunkte von y) nehmen, weil das 
zu einem unbrauchbaren @(f) führt. Verf. nimmt für M(f, y) die „wesentliche“ 
Vielfachheit von fin y, die er folgendermaßen definiert. Es sei y ein Punkt von Y 
und U eine zusammenhängende, offene Umgebung von y mit kompakter abge- 
schlossener Hülle U; die Begrenzung von U heiße U*. Ist A eine Komponente der 
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Menge E aller z€eX mit f(w)EU, Ä die abgeschlossene Hülle von A und A% 
die Begrenzung von Arel. X, so ist die k-dimensionale Cechsche Kohomologie- 
gruppe H*(A, A%) von A mod A% mit ganzen Koeffizienten unendlich zyklisch oder 
trivial; im letzteren Fall wird D(f, U,A) = 0 gesetzt; im erstern Fall ordnet 
der durch f gelieferte Homomorphismus der Kohomologiegruppe H*(U, U*) in 
die Gruppe H*(A, A%) einer Erzeugenden der ersteren Gruppe ein ganzzahliges 
Vielfaches einer Erzeugenden der letzteren Gruppe zu; der absolute Betrag des 
Faktors, der unabhängig ist von der Erzeugenden, wird nun mit D(f, U, A) be- 
zeichnet. Für höchstens endlich viele Komponenten A von E ist D(f, U, A) >0. 
Es sei _£ D(f, U,A) = Di(f, U) gesetzt. Nun wird die wesentliche Vielfachheit 
A 


M(f, y) von fin y definiert als das Supremum von D(f, U, A) für alle U. Das mit 
diesem M(f, y) definierte Areal @(f) erweist sich als unterhalb stetig auf C und, 
falls X ein Polyeder ist, als identisch mit dem Lebesgueschen Areal [k-dimensionales 
Flächenmaß von f(X), definiert mittels eingespannter Simplexnetze]. 
Nöbeling (Erlangen). 

Federer, Herbert: Dimension and measure. Trans. Amer. math. Soc. 62, 
536—547 (1947). 

Nach Szpilrajn [Fundam. Math., Warszawa 28, 81—89 (1937); dies. Zbl. 
15, 322] ist die Dimension eines separablen metrischen Raumes X dann und nur 
dann <m, wenn im Euklidischen E, „;ı ein topologisches Bild Y von X existiert, 
dessen (m + 1)-dimensionales Hausdorffsches Maß verschwindet. Verf. zeigt, daß 
dies auch gilt für die Maße von Carath&odory, Federer, Groß, Gillespie und 
Favard, was eine Rechtfertigung aller dieser Maße vom dimensionstheoretischen 
Standpunkt darstellt. — Hat A CE, ein endliches k-dimensionales Hausdorff-Maß, 
so hat die Menge aller Punkte von A, in denen A keine „approximative k-dimensio- 
nale Tangentialebene‘“ hat, höchstens die Dimension k —1. — Es wird eine neue 
Formel bewiesen, welche das %k-dimensionale Favard-Maß einer Menge ACH, 
ausdrückt durch die m-dimensionalen Favard-Maße der Durchschnitte von A mit 
den (ra — k + m)-dimensionalen Ebenen, und zwar als ein Integral über die Menge 
aller dieser Ebenen. Nöbeling (Erlangen). 


MeShane, E. J.: Remark concerning integration. Proc. nat. Acad. Sci. USA 
35, 46—49 (1949). 

Dem Verf. erscheint es nicht möglich, mit Hilfe des von M.H. Stone [Proc. 
nat. Acad. Sei. USA 34, 336—342, 447—455, 483—490 (1948); dies. Zbl. 31, 14] 
entwickelten Integralbegriffes in voller Strenge den Satz zu gewinnen, daß das all- 
gemeine, beschränkte, lineare Funktional über dem Raum der stetigen reellen Funk- 
tionen in einem lokal kompakten Hausdorffschen Raum in Integralform darstellbar 
sei. Um diesen Beweis zu ermöglichen, schlägt Verf. folgende Modifikation des 
Stoneschen Axiomensystems vor (die direkt zum Integral von Bourbaki führt): 
In (1) [Stone, a.a. O. 337] tritt an Stelle der Forderung: |f|€e €, wenn fe, 
diese: sup (l,g)E&, wenn f,ge&, [woraus = sup(, NEE für feE 
folgt]. Ferner tritt an Stelle von (2) und (3) [Stone, a.a.O. 337] die 
folgende Forderung: Ist fE& und ist % ein gerichtetes Teilsystem von 
Funktionen g€e® derart, daß ($)limg>f, dann ist auch (3) lim Z(g) 
> E(f). [Die Richtung in % ist dabei definiert vermittelst der Festsetzung: 
gg", wenn g(x)>g'(x) für jedes vE€ &.] Die „Norm“ N(k) von E(k) 
wird jetzt erklärt als inf (%) lim E(g) für alle % mit nicht-negativen g, für welche 
(S)limg> |kl. Beschränkt man sich auf nur abzählbare Systeme $, so kommt 
man zu Stone zurück. Verf. skizziert den weiteren Aufbau der Theorie entspre- 
chend dem Stoneschen Aufbau und einen Beweis des eingangs genannten Satzes. 

Haupt (Erlangen). 
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Kletenik, D. V.: Einige Bemerkungen über die Darstellung der Theorie der 
Doppelintegrale in den Technischen Lehranstalten. Uspechi mat. Nauk 4, Nr. 3 
(31), 171—175 (1949) [Russisch]. 

Chow, Shu-Er: On approximate derivatives. Bull. Amer. math. Soc. 54, 793 
bis 802 (1948). 

H. Blumberg [Acta math., Uppsala 65, 263—282 (1935); dies. Zbl. 13, 153] e 
altri AA. hanno studiato l’operazione di derivazione unilaterale, per funzioni di 
variabile reale y = f(x) del tutto arbitrarie (anche discontinue), purche® misurabili. 
In questa nota, tale studio viene approfondito e generalizzato, non facendo neppure 
Yipotesi della misurabilita di f(x). Il risultato prineipale & analogo a un classico 
teorema di A. Denjoy. Tullio Viola (Roma). 

Mandelbrojt, Szolem et Norbert Wiener: Quasi-analytieit6 generale et th6&oremes 
du type Phragmön-Lindelöf. C. r. Acad. Sci., Paris 226, 47—49 (1948). 

Als Fortsetzung einer früheren Mitteilung [C.r. Acad. Sei., Paris 225, 978—980 
(1947); dies. Zbl. 30, 117] beweisen Verff., daß, wenn f(x) eine nicht identisch- 
verschwindende und unendlich oft differenzierbare Funktion in [0, ©) ist und wenn 

m. = Geenze 1 (2)| < 00. (na 0), . KO) =0, Er) = 0, 
gt: 
+@© 
log @« +2)? | |Alw+iy)ledy 


. [0e} 
lim En = _ > 0. 
zo>0 


Hier ist m, = m(n), log m(x) die Ordinate der Newtonschen Polygone der Punkte 
(n, log m,), wenn lim log m,/n = ©, und logm(n) = lim log m,/n =c, wenn c 
endlich ist. A(z) ist eine für R(z) > 0 meromorphe Funktion, welche 2», als ein- 
fache Pole hat und welche für jedes n und O<a <Rk) sp, |. —2p,| Ze >0 
beschränkt ist. T. Popovieiu (Cluj). 

Orliez, W.: Une gen£ralisation d’un thöoreme de MM. S. Banach et S. Mazur. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 19, 62—65 (1947). 


k 
Soit V,(f(x)) la borne superieure, suppos&e finie, des sommes_ = fe) —Hz;,)® 
= 


correspondantes & toutes les divisions a = u <2,<'''<xz,—=b de a 
[a,b] oü la fonetion f(x) est definie (fonction & variation bornee d’ordre p). Con- 
siderons aussi les foncetions de Rademacher e,(t), n=1,2,..., qui sont definies 
de la maniere suivante: 


AU 2 2 Vize? Fa N Aue 
| 4 180,9) 
a 


L’aut. demontre que si f,(@),n=1,2,..., sont & variation bornee d’ordre p 
et si pour presque tous les t€ (0, 1)on a 


1) — &(t), 


&()= al). 


ar! 


V. (Zs0ho)<ı, De 


on a aussi 
co k 
(2 hw-henr)<uo, ip >22, 
n=1l\=1 
0 k 2/p 5 j 
P3 ( ei If (2) —fn (=) <(M0,)2? ed, 
n=1\i=1 
ou 0,<8?. — La demonstration resulte d’une inegalite de Khintchine [Kacz- 


marz-Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen, Warszawa-Lwöw 1935, p. 132; 
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ce Zbl. 13, 9]. Pour p=1 on obtient des preeisions sur un resultat anterieur 
de S. Banach et 8. Mazur [Studia math., Leopol 4, 100—112 (1933); ce Zbl. 
8, 317]. Les quelques inadvertances de calcul sont facilement rectifiables. 
T. Popoviciu (Cluj). 
Shniad, Harold: On the eonvexity of mean value funetions. Bull. Amer. math. 
Soc. 54, 770—776 (1948). 


N 1/t 
Über das Konvexitätsverhalten der Mittelwertfunktion M(t) = 1 = 2 ai) 


n Y 
| PA EZ 1) war folgendes bekannt [s.G.H.Hardy,J.E.Littlewood, G.Pölya, 
k=1 


Inequalities, Cambridge 1934, ch. II, III, IV; dies. Zbl. 10, 107]: tlog M (t) 
und M(t)! sind konvex; logM(t) als Funktion von 1/t ist konvex bzw. konkav 
für positive bzw. negativet [T. Popovici, s. G. Julia: Prineipes geometriques 
d’analyse, II. Paris 1932, $. 100; dies. Zbl. 4, 10]. — Verf. zeigt, daß log M (t) für 
genügend große positive £ schließlich konkav wird und daß log M(t) [und damit 
auch M(t)] für genügend große negative t schließlich konvex wird. — Daß aber 
log M(t) und M(t) auch mehr als einen Inflexionspunkt haben können, wird vom 
Verf. am Beispiel der Funktion M(t) = (0,1e + 0,8e?! + 0,1e 34)!!! gezeigt. (Für 
n— 2 allerdings, hat log M(t) tatsächlich nur einen Inflexionspunkt.) — Die 
Beweisführung wird durch den Kunstgriff beträchtlich vereinfacht, daß Verf. die 
Untersuchung der zweiten Derivierten von log M(t) auf die der dritten Derivierten 


von tlog M(t) zurückführt. — Die Ergebnisse werden auf M (t)-Funktionen ver- 
N 


allgemeinert, wo N q, nicht mehr gleich 1 ist, die also keine Mittelwertfunktionen 
et 
mehr sind. Aczel (Szeged). 


Popovieiu, Tiberiu: Sur une inegalite. Mathematica, Timisoara 23, 127—128 
(1948). 


Es bedeute A,(x,) das arithmetische Mittel von &,,..., 2, (2,>0). Wird dann 
M, (8) = D= 4 (9 (2,))}: N (2,) = a An % (&,)} 


mit zwei im Intervall a <x sb wachsenden stetigen Funktionen (x), w(x) 
gesetzt, so gilt folgender Satz: Es seien a, (k=1,2,...,mn) mn Zahlen des 
betrachteten Intervalls und (a;) dieselbe Zahlenmenge, der Größe nach geordnet. 
Es bedeuten ferner N, bzw. N; die Größe N, gebildet für a,4x,.. :,@,,, bzw. 
Ge innen. Daunzıst 
M,„(N;) — oder MIN), 
je nachdem o(y-!) eine nicht konkave bzw. nicht konvexe Funktion von & ist. 
Dinghas (Berlin). 

Allgemeine Reihenlehre: 


Agnew, Ralph Palmer: Abel transforms and partial sums of Tauberian series. 
Ann. Math., Princeton, II.s. 50, 110—117 (1949). 


Es handelt sich um eine Weiterführung der Untersuchungen von Hadwiger, 
Agnew, Wintner und Hartman, die sich mit den Wechselbeziehungen zwischen 


oo 
dem Verhalten der Teilsummen s, einer unendlichen Reihe N «,, deren Glieder der 
asymptotischen Beschränkung lim sup n|w,| =c unterworfen sind, und dem 
Verhalten ihrer Abelschen Transformation, d.h. der Funktion f(t) — 55 u,’ für 
1 


t>1-—0 beschäftigen, wenn dabei weder die Existenz von lim s, noch diejenige 
von lim f(t) vorausgesetzt wird. Als erster hatte Hadwiger [Comment. math. 
Helvetici 16, 209—214 (1943); dies. Zbl. 28, 391] eine metrische Beziehung ge- 
funden, die etwa besagt, daß die Häufungswerte der Teilsummen einer Reihe und 


153 


die Häufungswerte ihrer Abelschen Mittel mit vorgeschriebenem c sich nicht zu 
weit voneinander entfernen können, wenn die Variablen » und t in geeigneter Weise 
einander zugeordnet werden. Den genauen Wert der in diesem Zusammenhang auf- 
tretenden Konstanten haben später unabhängig voneinander Agnew und 
Hadwiger ermittelt. Weiter hatte Wintner bei einer erweiterten und vertieften 
Weiterführung dieser Fragestellung [On Tauber’s theorem, Comment. math. Hel- 
vetiei 20, 216—222 (1947)] die Existenz zweier weiterer Konstanten nachgewiesen, 
die wieder unabhängig voneinander von Hartman und Hadwiger bestimmt 
wurden. Verf. greift den Gegenstand von neuem in verallgemeinerter und ver- 
einheitlichter Form auf und gelangt dabei zu folgenden Ergebnissen: Für jede: 
Reihe w, mit reellen oder komplexen Gliedern, die der Bedingung (0) lim sup n|u 


<oo genügen, gilt \ 


j oo [a/logt”*] | 
(1) im sup | Itu,— 3 |<A(g) lim supn w,| 
t>1—-0 |k=1 k=1 | N & 
und 
e | ©o r N 
(2) lim sup| & (exp (- q/n))'w,— 3 u,| <A(g) lim supn |u,|, 
n>oo |k=1 k=1 N—> 00 
\öbei 0 
Ag)=y+logq +2 i Den a 1 (>), 
q 
und A(g) ist hierbei jedesmal die bestmögliche Konstante in dem Sinn, daß es eine 
Reihe gibt, für die das Gleichheitszeichen eintritt. — Bedeutet s(P,), s(Pa), - - - 
eine konvergente Teilfolge der Folge s(0), s(1),... der Teilsummen von N u,, deren 
Glieder die Bedingung (0) erfüllen, so gibt es eine Folge t,,t,,... mit 0 <t,„<1, 


[0,0] 

so daß (3) lim ; > tZ u, existiert und die Ungleichung 

>ok=1 

N oo En Ei | 
(4) img > Kur 2 u, = A’lım supn e,| 
n>olk=1 k=1 N 0 

gilt. Bedeutet andererseits t,,t,,... eine Folge mit 0 <t„<1, für die der Grenz- 
wert (3) existiert, und erfüllen die Glieder der Reihe Nw, die Bedingung (0), so 
gibt es eine konvergente Teilfolge s(p,), s(P3),... der Teilsummenfolge s(0), 
s(l),...,so daß wieder eine Ungleichung von der Form (4) gilt, in der aber an Stelle 
von A’ eine Konstante B’ auftritt. Hier liefert nun A = A (log 2) = y + log log 2 


oo 
+2 fi xzlexp (— x) de den bestmöglichen Wert sowohl für die Konstante A 
log2 
als auch für B’. V. Garten (Tübingen). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Boas jr., R. P. and Harry Pollard: The multiplicative eompletion of sets of 
funetions. Bull. Amer. math. Soc. 54, 518—522 (1948). 

T. f(2), f2(&), . . ., abgekürzt {f,(x)}%, sei ein Orthogonalsystem in L?(a, b), 
das durch Hinzufügung von endlich vielen Funktionen vollständig wird. Dann 
gibt eseine beschränkte, meßbare Funktion m (x), sodaß Im) har vollständig ist. 


Dabei heißt ein System {g,(x)}% in L?(a, b) vollständig, wenn aus f 9,2) 9g(x) de — 0 


a 
und g(x)€L? folgt g(x) = 0. — II. Das orthogonale System fe-2/2 L,„(x)}%, wo 
L,,(x) das 2n-te Laguerresche Polynom bedeutet, kann nicht durch endlich viele 
Zusatzfunktionen in (0, ©0) vollständig gemacht werden. Dagegen ist {e"”L,,(2)}% 
vollständig in (0,00). — III. Ein System von geraden Funktionen kann durch 
Multiplikation mit einer integrablen Funktion nicht vollständig gemacht werden, 
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wenn das Intervall den Nullpunkt im Innern enthält. — IV. Das System fein 
kann in (—,7) durch Multiplikation mit einer integrablen Funktion nicht voll- 


oo 
ständig gemacht werden. — V. Das System {x’"}%, wo A, >0 und x 1/2, kon- 


1 
vergent ist, kann in keinem Intervall durch Multiplikation mit einer stetigen 
Funktion vollständig gemacht werden. Sch meidler (Berlin). 
Simonsen, W.: On divided differences and oseulatory interpolation. Skand. 
Aktuarietidskr. 31, 157—164 (1948). 
P. Johansen [Skand. Aktuarietidskr. 14, 231—237 (1931)] hatte eine allge- 
meine Interpolationsformel aufgestellt: 


„ 1a) 


&) = 55 P,(&) > (x — a,)"r Et + Pl), 1. ET 


ee a 
v—=( u,= Up: 4 P,(a,) 


dabei ist Pa)= 11 (2 — a)Metl! = (2 a)». P, (x) gesetzt, und 
=0 


rs, :. 5%... .,a,) bedeutet die dividierte Differenz der etwa als 
stetig vorausgesetzten Funktion f(x) mit den Argumenten: x,(m, +1) Mal a 
wiederholt, ..., (m, +1) Mal a, wiederholt. Die Formel wird auf neuem Wege 
bewiesen, indem mit Hilfe des Differentiationsoperators D für dividierte Differenzen 
mit wiederholten Argumenten die Darstellungen hergeleitet werden: 


1 mo mn 
![ao, lg, .. Ay; vr. ad] ern? sjinie Dan 1a; SIT PR a] 
ae: a 
Y n My 
2 S 1 Ki ra) = al fe (a,) rn! al DAT sec 2 
Z—— » 
m!" Pa) on! (m, — u,)! P, (a,) 


Collatz (Hannover). 
Spezielle Orthrgonalfunktionen: 


Fasenmyer, Sister Mary Celine: Some generalized hypergeometrie polynomials. 
Bull. Amer. math. Soc. 53, 806—812 (1947). 

Formale Eigenschaften der durch die abbrechende hypergeometrische Reihe 

FR, ENT IE 

e 
a ee > AL Be 
definierten Polynome, die z. B. die Jacobischen Polynome und das Batemansche 
Polynom F,(z) [H. Bateman, Töhoku math. J. 3%, 23—38 (1933); dies. Zbl. 7, 
307] verallgemeinern. Allerdings scheinen durch die Verallgemeinerung die wesent- 
lichen interessanten Eigenschaften dieser speziellen Polynome verloren zu gehen; 
denn die in der Note behandelten Relationen gelten meist für beliebige hyper- 
geometrische Reihen. W. Hahn (Berlin). 

MacRobert, T. M.: Some applieations of eontour integration. Philos. Mag., 
J. theor. exper. appl. Physics, London, VII.s. 38, 45—51 (1947). 

Verf. leitet einige Formeln aus der Theorie der hypergeometrischen Funktion, 
der zugeordneten Legendreschen Funktionen zweiter Art, der asymptotischen Ent- 
wicklung der Kummerschen Funktion und der Fourierschen Integrale mit Hilfe 
des Cauchyschen Integralsatzes her. Lense (München), 

Goheen, H. E.: A bound for the error in eomputing the Bessel funetions of the 
first kind by reeurrence. Bull. Amer. math. Soc. 53, 972—975 (1947). 

Verf. sucht eine obere Schranke für den absoluten Betrag des Fehlers zu be- 
stimmen, der entsteht, wenn man die Besselsche Funktion J,(x) rekursiv aus nicht 
exakten Werten von J,(x) und J, (x) berechnet. Lense (München) 

Buchholz, Herbert: Integral- und Reihendarstellungen für die verschiedenen 
Wellentypen der mathematischen Physik in den Koordinaten des Rotationsparaboloids. 
Z. Physik 124, 196—218 (1948). 


F 


p+2 
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Verf. stellt die Reihen- und Integraldarstellungen für die stehenden und fort- 
schreitenden tesseralen Kugelwellen in den Koordinaten des Drehparaboloids auf, 
wenn die Quelle im Brennpunkt des Paraboloids liegt. Die Darstellungen für die 
zonalen und sektoriellen Kugelwellen sowie für die ebene Welle und die gewöhnliche 
Kugelwelle ergeben sich als besondere Fälle. Ferner wird die Integraldarstellung 
für die stehende und fortschreitende Kugelwelle im gewöhnlichen Sinn hergeleitet, 
wenn das Erregungszentrum eine beliebige Lage zum parabolischen Bezugssystem 


‚hat. Die Reihenentwicklung für die rotierende Zylinderwelle dient als Ausgangs- 


punkt. Zur Verwendung gelangen die asymptotischen Entwicklungen der beiden 
konfluenten hypergeometrischen Funktionen bei unbegrenzt wachsendem Zeiger. | 

Lense (München). 
Funktionentheorie: 


e Hefiter, L.: Kurvenintegrale und Begründung der Funktionentheorie. Berlin, 
Göttingen und Heidelberg: Springer-Verlag 1948. IV, 48 S. m. 7 Textfig. DM 3.60. 

Den Hauptgegenstand der Schrift bildet der Nachweis des analytischen Charakters einer 
Funktion f(z), von der neben der Stetigkeit nur vorausgesetzt wird, daß sie achsenparallel 
integrierbar ist, d. h., daß [ f(z) dz um den Rand jedes im Definitionsbereiche liegenden Recht- 
ecks verschwindet. Dabei handelt es sich um eine zusammenfassende Darstellung von Unter- 
suchtingen des Verf. aus den Jahren 1902—1941. Der Begriff des Kurvenintegrals wird beim 


Beweise des Hauptsatzes nicht benötigt, erfährt aber trotzdem im ersten Teile des Werkes eine 
‚ eingehende Behandlung. Die ganze Arbeit ist als „„Lehrheft‘‘ gedacht, d.h. im Lehrbuchstile 


geschrieben; sie soll schon von Studierenden des zweiten Semesters gelesen werden können. 
Wertvoll ist eine Zusammenstellung der Originalliteratur. Brödel (Jena). 


Al’per, $. Ja.: ‚Über Überkonvergenz von Polynomreihen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II. s. 59, 625—627 (1948) [Russisch]. 

Soit C une courbe de Jordan simple et la fonetion w=gß@)=2+&+ 
&/< +" qui fait la representation conforme de l’exterieur de C sur l’exterieur du 


\ cercle w| = r. Soit aussi Cr la courbe qui, par w= 9(z), correspond & la circon- 


EV 


‚ferencee |w)= R>r. Considerons une suite de polynomes {p,(2)}} oü p,(2) est 


de degre n et oü l’inegalite |p,(2)|< M(R + e)" est verifiee pour tout nn R>r 
et z€ Cr, M etant une constante dependant de R et du nombre positif suffisam- 


ment petit e, mais independente de n. La serie 


[0,0] 


) f@)= 0,2.) 
re 
" ou lim Vla,| —1/o (o >1), converge alors uniformement dans tout domaine 


ı ferm6 situe & l’interieur de O,. L’aut. enonce un theoreme analogue & celui de 


A.Ostrowski sur l’ultraconvergence des series de Taylor. Lorsque 
2, + 0,,pon Ten, Nele... eb INN, hc 
a,„=0, pourtouut „n <n<m, k=1,2,3,..., 

ZN SE Mmıi u. > O9, O9 >, k=el23,.., 


\ la suite des sommes partielles 8, ou 8, = =, a„p„(2), converge uniformöment 


= u in». 


KT 


dans le voisinage de tout point regulier situe sur ©, de la fonetion f(z) definie par (ER 
La d&emonstration se fait ä l’aide de la representation conforme et d’une modification 


‚ convenable de la möthode d’Ostrowski. Des cas particuliers importants de series 


lacunaires de la forme (*) sont signales. Tels sont les cas oü 9,(z) sont les polynomes 
de Faber ou les polynomes de Tchebycheff correspondants ä& un domaine simple- 
ment connexe limit6 par une courbe de Jordan ferm& et analytique. D’autres 
applications correspondent aux series d’interpolation de Newton et de Gon- 
&arov. Lorsque les lacunes sont du type d’Hadamard la fonction analytique f(2), 


! determinde par la serie (*) ne peut ötre prolongee au delä de la courbe de conver- 


gence (,. T. Popovieiu (Cluj). 
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Leja, F.: Sur une propri6t6 des suites de polynomes. Ann. Soc. Polonaise Math. 
21, 1—6 (1948). 

L’aut. a demontr& [ce Zbl. 7, 62] que si la suite de polynomes {P,(2)}, ou P,(@) 
est de degre n, est uniformöment bornee sur un continu C du plan, alors la suite 
{P,@)/1+e)}, oü &>0 est bornee uniformement dans le voisinage de tout 
point de €. Dans le travail present l’aut. demontre que si A,.QJ)|2M>0, 
n=1,2,..., sur © (M independant denetdez2)etsi P,@)#F0, n=1,2,..., 
dans un möme voisinage de z.€C, & tout e>0 on peut faire correspondre un 
n=n(e) >0 tel que l’on ait 
(=) A,@lda+er zn "n=123 
dans un voisinage de z,. — La demonstration s’appui sur les faits que les P,(z) 
sont röguliers dans un domaine contenant C et que si l’inegalite (*) est verifiee pour 
une et un n convenables, elle est verifi6e pour tout e. On peut done, avec ces re- 
strictions, remplacer les polynomes P,(z) par des fonctions analytiques, sans que la 
propriete cesse d’etre verifiee. L’aut. montre que la propriete n’est pas vraie si dans 
la suite {P,,(z)} les polynomes ‚P,(z) sont de degr& quelconque, en y construisant 
un exemple. T. Popovieiu (Cluj). 

Federiei, Adele: Un’osservazione sul teorema di Schottky-Bieberbach-Montel. 
Boll. Un. mat. Ital., III. s. 2, 231—234 (1947). 

Ist f(z) für |2|<1 von Null verschieden und nimmt dort den Wert 1 nicht 
mehr als qg-mal an, so gilt nach dem Satz von Schottky-Bieberbach-Montel 


F@)|<et% 0 +1elro)) (e|<9<1). 
Verf. zeigt hier, daß A(d,)zr(g +1) ist. Dinghas (Berlin). 

Robinson, Raphael M.: Univalent majorants. Trans. Amer. math. Soc. 61, 
1—35 (1947). 

@(z) heißt schlichte Majorante von g(z) für |2| < R, im Zeichen g(z) 3 @(2), 
wenn in diesem Gebiete beide Funktionen regulär sind, @(z) darüber hinaus schlicht, 
wenn g(0) =@(0) ist und wenn der Wertevorrat von g(z) für |2| < R im Werte- 
vorrat von @(z) daselbst enthalten ist. @(z) ist dann, wie leicht zu sehen, auch für 
jeden kleineren Kreis | <r <R schlichte Majorante von g(z). Gefragt wird 
nach linearen Operatoren & f(z) dergestalt, daß aus g(z) 3 @(z) auf Xg(z) < L@(z) 
wenigstens in einem kleineren Kreise geschlossen werden kann. Dabei werden 
zunächst für @(z) spezielle elementare Funktionen eingesetzt und zugehörige Opera- 
toren angegeben, sodann werden für die speziellen Operatoren 2g(z) — zg’(z) und 
[29 (2)]’ zugehörige schlichte Majoranten ermittelt. Brödel (Jena). 

Wright, E. M.: The Taylor eoeffieients of integral funetions. J. London math. 
Soc. 24, 40—43 (1949). 

Es sei f(x) eine ganze Funktion, } eine Zahl und es sei 


Ka + N = San) ar, 


EN 
also c;(n) = > ( = i) Co(R +8) A°. Es seinun cu(n) mn? eW(e/Kn)&r für n — 00 
s= 
| J 
mit R(K) 21, wo y(n)— Na,n® mit O<SR(b,) <1. Dann wird gezeigt: 


je 

can) m er cum), 
wo pn, /)=(, wenn R(K)>1, und K-XnI-K, wenn R(K)=1. Man vergleiche 
zu diesem Resultat auch E.M. Wright [Trans. Amer. math. Soc. 64, 409-438 
(1948)]. Hlawka (Wien). 


_  Titehmarsh, E. C.: On the zeros of the Riemann zeta funetion. Quart. J. Math. 
(Oxford Ser.) 18, 4—16 (1947). 


Bedeutet N,(7T) die Anzahl der Nullstellen von &(4 + du) in 0. St 


bat. 


' Partialsumme von £(s) 
' die Funktion 


' tionen ®,(z) ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem bilden, [© ,D,do = 6 
B 


' als Gaußische Krümmung wird 
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so bewies Selberg N,(7T) > ATlog 7 mit nicht näher bestimmtem A. Selberg 
hatte eine Carlsonsche Methode verbessert, indem er © mit dem Quadrat einer 


ST 


® multiplizierte.e Im Anschluß hieran betrachtet Verf. 


FO, Patien ((7—5))). 
( 


die die gleichen Nullstellen wie & (3 + 24) in (0, T) hat. Dabei hat £ die bekannte 


" Bedeutung, und es ist 


] y 
Dis) rd, (1 Sn .) ee 
log $ 
er [6°) 
wo diex,durch£&(s) "= Na, :v”° bestimmt sind. Die größte Schwierigkeit macht 
7 
die Abschätzung des Integrals 


+00 (tt H 2 
N | [ IF] a) dt 
1 —o \i 
die zur Bestimmung einer unteren Schranke von N,(7) erforderlich ist. 
Hoheisel (Köln). 


Greenstone, Leonhard: Mapping by analytie funetions. Part I. Conformal 


| mapping of multiply-conneeted domains. Trans. Amer. math. Soc. 63, 125—143 
\ (1948). 


Nach S. Bergman (vgl. besonders Partial differential equations, advanced 


 topies, 1941) kann man jedem schlichten Bereiche B endlichen Flächeninhaltes eine 


— [0,0] — 
Kernfunktion Kz(z,t) = 3 D,(z)P,(t) zuordnen, wobei die in B regulären Funk- 
n=1 


mn? 


und Xz sich von der speziellen Wahl dieses Systems unabhängig erweist. Die Maß- 
bestimmung ds} = K;z(z, 2) |dz|? ist invariant gegenüber konformer Abbildung; 
e) 22 


Kule:) ir 65 log Kz(z,2) eingeführt. Verf. 


ı zeigt: 1. Wenn eine Folge von Bereichen B, monoton wachsend gegen B konver- 
. giert, so konvergieren die zugehörigen Gaußischen Krümmungen der B,, gleich- 
ı mäßig gegen die Krümmung von B. 2. Für die euklidische Länge eines in einem 
Bereiche @ liegenden Kurvenbogens und seiner konformen Bilder läßt sich eine 


\ ‚einfache obere Schranke angeben, wenn man seine auf @ bezogene konform-invariante 


, Länge kennt und zudem nur Abbildungen von @ auf Bereiche B mit genügend 


, glatten Rändern zuläßt. 3. Für die Krümmung in einem Bereichpunkte wird eine 


‘ Abschätzung gegeben. 4. Das Poissonsche Integral für den Einheitskreis € läßt 
‘ sich unter Verwendung des zugehörigen Kernes X. in der Form schreiben: 


27 z 


Fer =H J F(u) fi Be (arerta) da, de: 


‘ hierbei ist F(w) die Randfunktion für den reellen Teil von f(z), und f(z) erscheint 


| 


in der Form eines unbestimmten Integrals mit der oberen Grenze 2. Eine analoge 
Formel, die für einen beliebigen endlich vielfach zusammenhängenden, schlichten 
Bereich mit genügend regulärer Berandung die Randwerte des reellen Teiles mit 
den inneren Werten der zugehörigen, nicht mehr notwendig eindeutigen Funktion 
verknüpft, läßt sich unter Verwendung des zugehörigen Kernes aufstellen. 

Brödel (Jena). 


158 


Rauch, H. E.: Generalizations of some theorems of R. Nevanlinna. Ann. 
Acad. Sei. Fennicae, A I, Nr. 51, 7 8. (1948). | 

L’Aut. etend & des espaces & plus de deux dimensions des resultats obtenus 
recemment par R. Nevanlinna pour les surfaces de Riemann ouvertes. Dans cet 
Article, il considere uniquement l’espace euclidien Z,. — Soit un domaine borne @ 
dont la frontiere est formee d’un nombre fini d’hypersurfaces analytiques fermees. 
Soit &, l’une d’elles. Parmi toutes les fonctions f harmoniques dans G, nulles sur 


©,et verifiant J \öf/ön| do = 1, c'est la fonction + ®, constante sur le reste de la 
& 
frontiere, qui donne & l’integrale de Dirichlet N > (0f/0%,)? dv sa plus petite valeur.— 
G 


Une fonetion harmonique et bornee & l’exterieur de ©, possede une integrale de 
Dirichlet finie. Dufresnoy (Bordeaux). 

MacLane, Gerald R.: Coneerning the uniformization of certain Riemann surfaces. 
allied to the inverse-cosine and inverse-gamma surfaces. Trans. Amer. math. Soc. 
62, 99—113 (1947). 

Verf. untersucht Riemannsche Flächen, die symmetrisch zur reellen Achse: 
und von derselben topologischen Beschaffenheit sind wie die über der w-Ebene aus- 
gebreiteten Riemannschen Flächen der Funktionen w= cos Vz WI COS 
w= 1/I(—z), und stellt die zugehörigen ganzen Funktionen w = f(z) auf, durch 
welche die z-Ebene auf die entsprechende Riemannsche Fläche über der w-Ebene 
konform abgebildet wird. Alle diese Flächen sind vom parabolischen Typus. Um- 
gekehrt liefern alle derartigen Funktionen f(z) genau Flächen des entsprechenden 
betrachteten parabolischen Typus. Aus den Formeln für diese Funktionen lassen 
sich noch einige allgemeine Eigenschaften der Bilder der reellen Achse der z-Ebene 
herleiten. Lense (München). 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Myrberg, P. J.: Über gewisse Cremonagruppen und ihre automorphen Funk- 
tionen. II. Ann. Acad. Sci. Fennicae, A I, Nr. 53, 14 S. (1948). 

Verf. betrachtet die Cremona-Transformationen der Gestalt 
@; Very, Y=wy?. (a,ß,y,6 ganz; ocdö—-ßy=1) 
im vierdimensionalen Raum der komplexen Variabeln x,y. Jedes © vermittelt 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Raumes der (x, y) auf sich, falls die 
Mamnigfaltigkeiten <= 0, = ©, y=(, y= 00 ausgeschlossen werden; der 
so modifizierte (x, y)-Raum heiße R. — Ist die C entsprechende Modulsubstitution 8 
/ 
@>EH) hyperbolisch, so zerfällt R in vier durch explizite Ungleichungen be- 
stimmte Teilräume, in deren Innerem die Potenzen 0” (n ganz) eine normal-dis- 
kontinuierliche, zyklische Automorphismengruppe bilden. Für parabolisches $ 
besteht eine analoge Zerlegung von R in zwei Teilräume. — Sei @ irgendeine Gruppe 
von Transformationen ©, /'die Gruppe der zugehörigen S. Hat I’ die reelle Achse 
zum Grenzkreis, so ist @ nirgends normal-diskontinuierlich; dieser Fall bleibt im 
folgenden außer Betracht. Andernfalls seien A,,A,,As,... die abzählbar vielen 
offenen Intervalle der reellen z-Achse, in die diese durch die abgeschlossene Hülle M 
der Menge der nicht-elliptischen Fixpunkte von /’ zerlegt wird. Dann zerfällt R 
(abgesehen von niederdimensionalen Randmengen) in die folgend beschriebenen 
Bereiche normaler Diskontinuität: 


Dis Das Das ia 25, Dos eye 1,00, CA,} 
Als singuläre Gebilde sind die Bereiche ey“|=1, wo oCM, zu bezeichnen; 
aus ihnen setzen sich die Ränder der D, zusammen. — Auf dieser Grundlage erweist 
sich die Bildung Poincar6scher Reihen bezüglich der Automorphismengruppe @ als 
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ausführbar. Jede Reihe definiert im allgemeinen in jedem Bereich D, eine analytische 
automorphe Funktion; man erhält also aus einer Reihe nur im zyklischen Falle 
endlich viele (vier oder zwei) solche Funktionen. Die Frage, ob eine in einem D, 
analytische automorphe Funktion über den Rand von D, hinaus analytisch fort- 
gesetzt werden kann, wird unabhängig von expliziten Darstellungen dahin ent- 
schieden: Bei nicht-zyklischen Cremonagruppen @ ist jedes singuläre Gebilde für 
sämtliche automorphen Funktionen von @ ein wesentlich singuläres Gebilde. 
Petersson (Hamburg). 

Cohn, Harvey: Some diophantine aspeets of modular funetions. I. Essential 
singularities. Amer. J. Math. 71, 403—416 (1949). 

Verf. berichtet zunächst ausführlich über Poincar6sche Thetafunktionen der 
Modulgruppe. Seine neuen Ergebnisse beziehen sich auf das Verhalten algebraischer 
oder transzendenter Modulformen bei Annäherung der Variaben = x+tiy 
an eine reelle Irrationalität © mit beschränkten Kettenbruchnennern in einem 
euklidischen Winkelraum W;: y/|«—-0|24(4>0). Sind 2, n=12,...) 
die Näherungsbrüche von ©, so wird zunächst eine Abschätzung für y’ = $r’ unter 
den Annahmen 

-2 _2 ende 

Mı<y<h, =. Meng) 
abgeleitet. Wenn eine Modulform f(r) der genannten Art und von der Dimension 
— 2m in der oberen Halbebene regulär ist, so folgt daraus 


(1) fd) =Ollr-Or) (CM, T>9). 


(1) läßt sich, wenn f(r) in der oberen Halbebene nicht verschwindet, dahin präzisieren, 
daß f(r)(r— ©)" in W, nach oben und unten durch eine positive Konstante be- 
schränkt ist. Für die letzte Aussage erweist sich das Nichtverschwinden von f(r) 
auch als eine notwenige Bedingung, da, wie bewiesen wird, die Nullstellen von 
f(e), falls vorhanden, sich in W; (bei hinreichend kleinem 4) gegen © häufen müßten. 
— Ref. bemerkt hierzu: Für ganze Spitzenformen f(r) von der Dimension — 2m 
(m > 0 reell) folgt (1) aus der bekannten und sehr einfach beweisbaren Tatsache, 
daß y” f{r) in der oberen Halbebene beschränkt ist; hierbei ist die arithmetische Natur 
von © belanglos, d.h. (1)giltdann für allereellen © und alle A > 0. ‚Petersson. 

Lehner, Joseph: Further eongruence properties of the Fourier eoeffieients of the 
modular invariant j (7). Amer. J. Math. 71, 373—386 (1949). 

[Für das Folgende vgl. J. Lehner, Amer. J. Math. 71, 136—148 (1949); 
dies. Zbl. 31, 395], hier zitiert als [1]; die Bezeichnungen aus dem Referat zu [1] 
werden übernommen.] Das Hauptergebnis besagt: Es ist 


c„= 0 (mod 23*+8) 


c„= 0 (mod 3?°+?), wenn n= () (mod 3%) 


wenn n= (0) (mod 2%) 


(1) NEIL, 20) 
Der Beweis verläuft im Falle x=1 wie in [1]. In den Fällen x >1 ist der 
Operator U, (p = 2,3) mehrfach anzuwenden. Dazu dient ein Satz über den alge- 
braischen Zusammenhang zwischen 
Z = Z(r) = Ö,,, (rt) = n(pr) ne)" und W= Wir) = pr? &,,, (r/P); 
wo p=2,3,5,7,13, rp—1)=24. Es gilt 
Ww» — pri2+2 Fe Zk-ji+1 Wei — 0 
(2) p 1SjSksp *(P) 
p 

mit gewissen b, (p), diein U,Z=p X b,(p)Z* auftreten, alle bis auf d, (13) ganz 

k=1 


sind und in einer Tabelle mitgeteilt werden, wobei sich zeigt, daß 5, (13) den Nenner 
13 hat. Zur iterierten Anwendung von U, auf j(r) wird U,j nach [1] als Polynom 
in ®,,,(t) geschrieben (p — 2, 3). Der Beweis für (1) läßt sich dann auf das Ver- 
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halten der 
ae \ 
U,Dd,,. et =p! Dre 5 en 2. D Wet? h=12,3;,,0) 


DDr 
mod» )mod» 


zurückführen; hier treten rechts die h-ten Potenzsummen in den Konjugierten 
W(t +4) von W bezüglich der Gl. (2) auf. Die Newtonschen Formeln liefern im 
Verein mit den tabulierten Werten b,(p) das Hauptergebnis (1). Dieses läßt sich 
wie das Hauptergebnis von [1] mit einer Tabelle vergleichen, die H.Z uckerman 
für die c,(1 <n <24) veröffentlicht hat. Eine Verallgemeinerung der genannten 
Ergebnisse besteht für jede in der oberen Halbebene reguläre Modulfunktion der 
Gruppe /,(p) (p Primzahl <11), deren Pol in der Spitze ©o von I',(p) höchstens 
die Ordnung p — 1 und deren Hauptteile in den Spitzen 00, 0 ganze Koeffizienten 
haben. Petersson (Hamburg). 

Roettinger, Ida: Note on the use of almost periodie functions in the solution of 
‚«ertain boundary value problems. J. Math. Physics, Massuchusetts 27, 232—239 
(1948). 

In dieser Abhandlung spielen folgende Definition und der nachfolgende Satz 
eine grundlegende Rolle. — Definition: Eine Funktion F(x) (-o<xz<a) 
heißt B?fp Erweiterung einer Funktion F(x)€ L?(0,r), wenn F(x) B#p ist und 
wenn in (0, r) gilt F(x) = F(x). — Satz: Es seien k,, A,, B, gewisse Zahlen (sie 
sind in der Abhandlung genauer definiert), weiter sei F(xz) € L?(0, x), dann existiert 
eine und nur eine B?fp Erweiterung F(x) von F(x), so daß F die Fourierexponenten 
k„hat und so, daß für die Fourierkoeffizienten a,, b, in EN a, cos k,x + b, sin k,x 
gilt a,/A„=b,/B,. (Die Funktion F wird angegeben.) — Mir scheint, daß dieser 
‘Satz nicht richtig sein kann. Es gibt nämlich sicher unendlich viele Fourierreihen, 
welche die Bedingungen des Satzes erfüllen, z.B. & c, (A, cosk,x + B,sin k,x) 
mit hinreichend rasch klein werdenden, sonst beliebigen c,. Jeder dieser Fourier- 


reihen entspricht eine B’fp Funktion G(x). Setzen wir E(x) — F(xz)in (0,rx) und 
— G(x) außerhalb (0, x), so ist #(x) B#p Erweiterung von F(x) mit der willkürlich 
vorgegebenen Fourierreihe. Es gibt also unendlich viele solche F. Mit anderen 


Worten: Eine B?fp Funktion ist durch ihren Verlauf innerhalb eines endlichen 
Intervalles keineswegs festgelegt. Maak (Hamburg). 


'Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


e Hopf, L.: Introduction to the differential equations of physies. Translated by 
Walter Nef. New York: Dover Publications 1948. V, 154p. $ 1,95. 

Manacorda, Tristano: Sul comportamento asintotico degli integrali della 
equazione: y’(x) +&(x) y’ (x) + (x) y(x)=0. Ann. Mat. pura appl., Bologna, 
IV.s. 26, 73—83 (1947). 

Das Ziel dieser Arbeit ist das Studium des asymptotischen Charakters der 
Integrale der Differentialgleichung: (2) + (x) y’(x) + ßB(x) y(x) = 0 (1). Die 
Koeffizienten der Gleichung genügen folgenden Bedingungen: (A). x(&) ist eine 

x 
stetige Funktion für «>x, und lim Ai &(t) dt existiert (er ist endlich oder un- 
>00 2, 
endlich). — (B). Auch (x) ist stetig für x > %, und lim f(x) = 0. Die Arbeit 


>00 
T 


‚enthält folgende Resultate: I. Es sei A(z) = if x(t) dt und 


%o 
+ 


[6°) t +00 
A exp aa 2.10) BAlde<1; f exp [-Alt)]dt <+ m. 


= 
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In diesem Falle gilt: 1°. Es existiert ein beschränktes Integral der Gleichung (1). 2°. 
Sind ec, und c, zwei beliebige Konstante (c} + c2 = 0), so existiert ein und nur 
ein Integral der Gleichung (1), welches den Gleichungen y’(2,) = 3, im y(2)= c, 
zanlet —= 1 Bla) < 0 are 


Jopı-A ()]Jd <-+ 00; lim este Alt o1de [exp At AO dE= +. 


>00 
Ist cC=0 eine beliebige Konstante, so a h ein und nur ein Integral 
von (1), für welches y’(x,) = ec, lim y(x) = lim y’(x) = 0 oder aber y(x,) = c, 
Er 


lim y(x u y gilt. — II. ß(&) ; Im Bi2)=0; ale) zh=0..In 
00 >00 

diesem Falle sind die Integrale von (1) für er große x beschränkt und 
werden nie Null. — IV. f(x) >0; nn a a(x) Sh<O0. In diesem 


Falle sind alle nichttrivialen IAtergsle: ar ) der a (1) für genügend große 
Werte von x nicht verschwindend und y(x) > + 00 oder y(2) > — © (2 — + 00). 
St. Fenyö (Budapest). 

Manaecorda, T.: Estensione alle equazioni differenziali lineari del secondo ordine 
omogenee complete di una formula di Hartmann e Wintner per la valutazione asin- 
totiea del numero degli zeri di un integrale. Boll. Un. mat. Ital., III.s. 3, 205—210 
(1948). 

Die Resultate von Hartmann und Wintner [Amer. J. Math. 70, 1—10 
(1948)] bezüglich der nichttrivialen Integrale der Differentialgleichung: (x) 
+ 02) y(a) =0 (wo(x) >0 und @(x) = 0 [w?(x)]) werden verallgemeinert. — 
In dieser Arbeit wird folgende Differentialgleichung betrachtet: y’(z) +2&(x): y’(x) 
+ o%x) y(x)=0. (1). Die Koeffizienten sind folgendermaßen beschaffen: 
a) e(x) stetig, nichtnegativ und beschränkt: 0 sSe(x)<I(<Sx<+ me). 
b) &(x) stetig, sie besitzt stetige erste Ableitung und ist von unten beschränkt: 
l<w(x) (( <e<+ m). c) w(x) = 0 [w?(x)]. Bezeichne N(x) die Anzahl der 
zwischen 0 und x liegenden Wurzeln einer nichttrivialen Lösung von (1), so ist die 
Behauptung der Arbeit: ist « >0 beliebig, so läßt sich eine Zahl x, angeben, so 
daß für alle x >x, die folgende Abschätzung gültig ist: 


1-01 | Vor 1) — 12 /lm + bi )])dt <N(z)< 140) (HM) dt. 


Die Funktion er ist folgende: 0 <b(t) = arctg Va _ Zp <n/2. 
St. Fenyö (Budapest). 
Szarski, J.: Sur une propriete asymptotique des integrales d’un systeme d’&qua- 
tions differentielles ordinaires. Ann. Soc. Polonaise Math. 20, 161—168 (1948). 
L’A. dimostra che ove siano verificate le seguenti ipotesi: 1. le funzioni 
:(&, Yıs- 9) @= 1,...,n) sono continue in un insieme aperto (2 contenente 


Vinsieme EB: 0 <x<+mo, N (y” < [y(x)/, con y(x2)>0 e derivabile in 
je1 


n 
(0, + 00); 2. in ogni punto della superfieie di rotazione 8: I (y,’<[y(z)P vale 


la disuguaglianza 
; n 


(A) ya 9 m) ray) 

allora l’insieme dei punti P= (0, y},..., y,) della sezione dell’insieme E col piano 

x—=(, ai quali corrisponde un sistema di integrali %,(%), . . ., 4,(2) del sistema 

(2) dy,lde= ke, y5::-Y) ) UO)=M (=l...,n) 

contenuti in E e aventi come campo di esistenza l’intervallo (0, + 00) € un continuo 

o si riduce ad un sol punto. — La dimostrazione si fonda sulla proprietä che gli inte- 
“ grali del sistema (2,) uscenti da un punto (29, %1; - - -,; Yn) di S con ©, >0 sono 
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per = x%,—h con h positivo suffieientemente piccolo interni ad E JEhpeE 
x—=2,+h appartenenti ad Q —E. Giovannı Sansone (Firenze). 

Leonov, M. Ja.: Einige Kennzeichen der dynamischen Stabilität. Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 12, 737—748 (1948) [Russisch]. 

Ableitung einiger Stabilitätskriterien für Systeme, die Differentialgleichungen 
vom Typus (1): @()& + (@+ 2v(t))2 + D(t)z= 0 gehorchen, wo @ und D 
positiv sind. Übliche Umformung in (2): y’+9(r) y=0 und Lösungsansatz 
y=f(r)sing(7), y =u(r)f(r)cosp(r) mit zunächst freibleibendem «(T) >0, 
woraus gefolgert wird: 


(3) En) -Pn) 5 | (u+z)d > ke) Vu ln) 


;; r%, ke 
|: He. 


— Im weiteren Spezialisierung auf den Fall, daß O(t + a) = O(r) ist. u(r) wird 
dann mit gleicher Periode angesetzt. p(r) heißt „Resonanzphase“, wenn @(a) = 
p(0)-nz ist. Es gibt folgende Möglichkeiten: a) Keine Resonanzen. Die Systeme (1) 
und (2) sind dann stabil. b) Eine Resonanz. (1) ist stabil beiv > 0. c) Zwei Reso- 
nanzen. Das allgemeine Integral von (2) ist für große r nicht beschränkt. d) Un- 
endliche viele Resonanzen. Jede Lösung von (2) ist periodisch mit Periode a oder 2a. 
— Anwendung von (3) auf Resonanzphasen liefert ein Kriterium für deren Nicht- 
existenz und damit für Stabilität. Im Falle » >0 wird (3) unter Voraussetzung 
von 2 Resonanzen zu einem Instabilitätskriterium umgeformt. — Spezialisierung 
der gefundenen Kriterien auf die Fälle: a))@ >0 hat nur ein relatives Minimum. 


b) © ist wenig von einer Konstanten verschieden. Das gefundene Kriterium ist 
« 


eine Verschärfung des Ljapunovschen Kriteriums « i Odr<4. c) © ist in einem 
Ö 

Teilintervall der Periode konstant und im Restintervall dauernd größer (oder dauernd 
kleiner). — Diese spezialisierten Stabilitätskriterien werden angewendet auf elasti- 
sche Systeme mit der Differentialgleichung: 7” +» 7 + © - [1— Pit)/P,J)- T = 0 
und liefern Abschätzungen für die Pt), bei denen das System stabil bleibt; z. B. 
Ist Pmin<s Pit) < Pmax mit Pmax<P, und ist n das mittlere logarithmische 
Dämpfungsdekrement in diesem Intervall, so ist das System stabil, falls 
Pros Fon 2 2n (Po Ponax) gilt. Hans Richter (Haltingen/Baden). 

Gradstejn, I. S.: Lineare Differentialgleichungen mit kleinen Faktoren bei den 
Ableitungen höchster Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 59, 841—843. 
(1948) [Russisch ]. 

Verf. schließt an zwei frühere eigene Arbeiten [Doklady Akad. Nauk SSSR, Il.s. 
53, Nr.5 (1946); Izvestija Akad. Nauk SSSR. Otd.techn. Nauk, Nr.5 (1947)] und eine 
Arbeit von Tschen[Compositio math., Groningen, 378—401 (1955) ;dies. Zbl. 12, 257] 
an. Es werden lineare Differentialgleichungen (m n)-ter Ordnung mit veränderlicher 
Störfunktion und veränderlichen Koeffizienten a,(t, 7) behandelt, die außer von der 
unabhängigen Veränderlichen £ noch von einem Parameter »); abhängen. Die a,(t, 7) 
seien für 4 St<T und 0< n<se (eklein) beschränkt und in n analytisch. Die 
genauen Bedingungen werden angegeben, unter denen die Lösung des Anfangsweıt- 
problems der gegebenen Differentialgleichung einschließlich ihrer Ableitungen bis zur 
(m —1)-ten Ordnung für 7—-+-0 gegen die Lösung und die entsprechenden Ablei- 
tungen des Anfangswertproblems einer Differentialgleichung von nur m-ter Ordnung 
konvergiert. Für hinreichend kleine n sind also die a,(n,t) (m +1<k<m+n) 
zu vernachlässigen. Es ergibt sich eine Bedingung für das Anwachsen der Anfangs- 
werte und ihrer Ableitungen. Reutter (Karlsruhe). 


” i u(t,) |° 
0 +» In) u) 
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Boehner, S. and D. V. Widder: A homogeneous differential system of infinite 
order with nonvanishing solution. Bull. Amer. math. Soc. 54, 409—415 (1948). 
Es handelt sich um die Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 
k (— 1)# 1 d2k—1 R 
A) Bi Kia nr lt Kal 
unter den Randbedingungen (2) f(+0) = f(+ ©)= 0 oder nach einer exponen- 
tiellen Substitution: (3) (sinzD)y(2)=0, (4) y—-@)=y(+&0)—=(, wo 


n D: 
sinzD=lm D]]J (1 — = . Da der Operator auf der linken Seite von (1) unter ge- 
Nn>oo ea 
Ar 
wissen Bedingungen die Umkehrung der Stieltjes-Transformation f(x) = / n di 


Ö 

liefert, so folgt z. B., daß das homogene Problem (1), (2) nur die Lösung f= 0 hat, 
wenn die linke Seite von (1) beschränkt konvergiert. Wenn dagegen nur punkt- 
weise Konvergenz verlangt wird, so gibt es nichtverschwindende Lösungen, z. B. 
fit)= t(1 + t)°. Allgemeiner gilt (in der Sprache des Problems (3), (4)): Wenn 


[0,0] 3 
f(w) = N a,w" eine gerade Funktion der Ordnung 1 vom Minimaltypus ist, so 
k=0 


n AR 
befriedigt F(x) — 5 a,h®%(x) mit h(x) = e”*/(1 + e”*)? die Gleichungen (3), (4). 
k=0 


Das Wort ‚‚Minimaltypus‘ kann dabei nicht durch ‚‚Normaltypus‘“ ersetzt werden. 
Doetsch (Freiburg i. B.). 
Schubert, Horst: Über die Entwieklung zulässiger Funktionen nach den Eigen- 
funktionen bei definiten, selbstadjungierten Eigenwertaufgaben. S.-B. Heidelberger 
Akad. Wiss., math.-naturw. Kl. 1948, Nr. 8, 22 S. (1948). 
Die zugrunde liegende Eigenwertaufgabe betrifft die Gleichung 


m Rn 
(1) Fy)=AG(y) [F(y) = = Ye), G(y) 5 (ay), Fr(®), 9(2) gegebene 
Funktionen, f„,=# 0, 9,&0,0<n <m] unter den voneinander linear unabhängigen 


2m—1 
Randbedingungen (2) U,(y)=0 (u=1,2, ..., 2m; U,„— = [Xury® (a) + Bury®(b)), 
= 0 


uk, Pur reelle Konstante) in einem Intervall a<x<b. Nach Zusammenstellung 
der wichtigsten Definitionen und Resultate der Untersuchungen von Kamke 
[Math. Z. 46, 231—250 und 251—286 (1941); dies. Zbl. 22, 344, 345], an die vor- 
liegende Arbeit sich anschließt, werden für die im engeren Sinne definite, selbst- 
adjungierte Eigenwertaufgabe (1), (2) Bedingungen für die Entwickelbarkeit einer 
Funktion (x) nach den Eigenfunktionen %y, der Eigenwertaufgabe aufgestellt: 
1. Eine Funktion u(x) ist genau dann entwickelbar, wenn sie „zulässig“ ist [d.h. 
wenn sie 2m-mal stetig differenzierbar ist und (2) erfüllt] und wenn SuF(u) de 
— N |4,| 5? [A, Eigenwerte, b, = 7] uF(y,) dx]gilt. 2. Bildet man mit der stetigen 
a j L hr; 

Funktion r(x) die iterierten zulässigen Funktionen y,(®, A), Y3(%,A),... (A =#A,) 
aus F(y) I G(y)=r(&), Duy)= 9; F(ye+ı) AG (yaHı) = A lyı), Un(YR+ 1) = 0 
(k>1), so sind diese für k> 2 entwickelbar. 3. Nach Definition der „halbzulässi- 
gen‘ Funktion zeigt sich, daß bereits deren erste zulässige Iterierte entwickelbar 
ist. 4. Eine zulässige Funktion ist genau dann entwickelbar, wenn die Greensche 

© 2, 9,(2) w;(E 
Resolvente der Aufgabe der Partialbruchzerlegung x, &,4) = N a 

el Mor 
(e,; = sign A,) besitzt. 5. Hinreichend für die Entwickelbarkeit einer zulässigen 
Funktion sind zusammen folgende Eigenschaften: a) (—- 1)’g(x) 0 für alle v. 


r N. 
b) Für zwei zulässige Funktionen «, v gilt J u G(v) de = =, 1)” f Huv)dx. 
yv= 


ll 
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c) Es gibt kein Teilinterval, in dem alle g,(x) = 0 sind. d) Ist k der kleinste Index, 
für den g,(x) #0 gilt, so gibt es kein Polynom von kleinerem als k-tem Grade, das 
alle wesentlichen Randbedingungen erfüllt. Maruhn (Dresden). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Karimov, DZ. Ch.: Über periodische Lösungen niechtlinearer Differentialglei- 
chungen von parabolischem Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 969 —972 


(1947) [Russisch ]. 
Verf. dehnt sein Existenztheorem für die Lösungen der Differentialgieichung 


R " 2 
= rer — D(x,t)+ ut(z, =) 
bei kleinen Werten des Parameters « mit Hilfe des Verfahrens der schrittweisen 
Näherungen auf beliebige Werte von u aus. Lense (München). 

Cinquini-Cibrario, M.: Sopra i sistemi di equazioni alle derivate parziali a carat- 
teristiche reali e multiple. Atti Accad.naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisic. mat. natur., 
VIII.s. 4, 682—688 (1948). 

Methoden und Resutate einer früheren Arbeit [dies. Zbl. 31, 161] der Verf. 
über Systeme von n partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit » unbekann- 
ten Funktionen von zwei Veränderlichen werden hier auf den Fall ausgedehnt, daß 
die charakteristischen Richtungen, welche stets alle reell vorausgesetzt werden, 
nicht mehr auch alle voneinander verschieden sind. G. Cimmino (Bologna). 

Tautz, Georg: Zur Theorie der ersten Randwertaufgabe. Arch. Math., Ober- 
wolfach 1, 312—316 (1949). 

L’A. in precedenti lavori [questo Zbl. 24, 113 e 27, 401], tenendo presente come 
modello il problema di Dirichlet per un’equazione lineare omogenea alle derivate 
parziali del secondo ordine di tipo ellittico, aveva fissato in alcuni postulati una 
definizione assiomatica di un operatore differenziale, che, applicato a valori al 
contorno di un campo variabile produce funzioni definite nel campo stesso e ridu- 
centisi sul contorno a quei valori. I detti postulati dovevano consentire di estendere 
la definizione dell’operatore funzionale, che si supponeva assegnato soltanto in 
corrispondenza a campi di un tipo particolare (per esempio campi eircolari di raggio 
abbastanza piccolo), a un campo qualsiasi. Tali idee vengono riprese nel presente 
lavoro, che allarga e precisa la portata di esse. Notiamo fra l’altro che i detti postulati 
vengono ridotti da otto a sei e che, anzich® insiemi di punti del piano, si considerano 
qui insiemi di punti dello spazio a n dimensioni, o anche di un qualsiasi spazio 
metrico completo localmente compatto. Dato un campo 2, un punto frontiera R 
viene detto regolare relativamente a 2, se, per valori al contorno costituenti una 
qualsiasi funcione limitata f, si ha in corrispondenza una funzione v in 2, di eui il 
minimo e il massimo limite in R riescono compresi fra il minimo e il massimo limite 
della f in R medesimo; vengono poi enuneiate delle condizioni sufficienti per la 
regolaritä di-un punto frontiera di un campo qualsiasi. La presente trattazione non 
€ che un riassunto, senza dimostrazioni, di un lavoro annuneiato come di prossima 
pubblicazione. G. Oimmino (Bologna). 


Variationsrechnung: 


Lawson, J. W.: A suffieieney theorem for the Plateau problem. Trans. Amer. 
math. Soc. 64, 192—204 (1948). 

H.A. Schwarz hat in einer seiner Abhandlungen über Minimalflächen 
(H. A. Schwarz, Ges. math. Abh. I, Berlin 1890, 223—269) hinreichende Be- 
dingungen dafür angegeben, daß die zweite Variation des Flächenintegrals positiv 
ist. Eine der dort formulierten Bedingungen (auch bei L. Bianchi, Vorles. über 
Differentialgeometrie, 2. Aufl., Leipzig 1910, 422) lautet: In einem Feld von Flächen, 
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das durch Variation aus einer Minimalfläche entsteht, ist das Flächenintegral der 
Minimalfläche stets kleiner als das irgendeiner Fläche des Feldes, wenn es einen 
Raumpunkt gibt, der keiner der Tangentenebenen der Minimalfläche angehört. 
Verf. zeigt, in welcher Weise sich Bianchis Behandlung des Problems auf das Mehr- 
dimensionale übertragen läßt, wobei er (nr — 1)-dimensionale Hyperflächen im 
n-dimensionalen Raum betrachtet. Nach Formulierung des so verallgemeinerten 
analytischen Problems und Aufstellung verschiedener Hilfssätze über die erste und 
zweite Variation gelangt Verf. zu dem folgenden Ergebnis, das eine sinngemäße 
Verallgemeinerung des Schwarzschen ist: Gibt es im n-dimensionalen Raum. irgend- 
einen Raumpunkt, der keiner der Tangenten-Hyperebenen der (n — 1)-dimensio- 
nalen Minimalfläche angehört, dann ist das Integral der Minimalfläche stets kleiner 
als das Integral irgendeiner Hyperfläche des Feldes, das durch Variation aus der 
Minimalfläche entsteht. Quade (Hannover). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Carrier, @. F.: On the determination of the eigenfunetions of Fredholm equa- 
tions. J. Math. Physics, Massachusetts 27, 82—83 (1948). 

Verf. gibt eine Modifikation des bekannten Iterationsverfahrens zur Bestim- 
mung des kleinsten Eigenwertes und der zugehörigen Eigenfunktion bei linearen 
Antegralgleichungen zweiter Art. An Stelle von K" tritt in die Iterationsgleichungen 
der Operator P(K)=K(K— 1%) (K—1/A})---(K— (1/2), wo AX grobe 
Näherungen für die höheren Eigenwerte darstellen. Es ergibt sich eine wesentliche 
Beschleunigung der Konvergenz der Iterationen. Als Beispiel wird die Inte- 
gralgleichung der Sinusfunktion behandelt. Reutter (Karlsruhe). 

Dressel, F. @.: Solutions of bounded variation of the Volterrra-Stieltjes integral 
equation. Rev. Univ. nac. Tucumäan A 6, 161—166 (1947). 

Theorem 1: Die Integralgleichung 


(*) fa) = g(8) +2] K(x, y) df(y) ( <y<se<i) 


hat eine einzige Lösung von beschränkter Variation, wenn g(x) von beschränkter 
Variation ist und a) K(xz, y) Borel-meßbar ist in y für jedes x, b) K(x + 0, y) 
Ren) Kia, a) 0,0) K,,9)- Kie,9| = 75) -7(m)|, wo 7%) 
beschränkt und mit x nichtabnehmend ist, 7(x) + 0 = T(x). — Theorem 2: Ist 
9(x) von beschränkter Variation und genügen K(x,y) und |K(z,y)— K(x, x)| 
den Bedingungen a), b), d) von Theorem 1, so hat (*) eine einzige Lösung von be- 
schränkter Variation für diejenigen /-Werte, für die 1:[1—AK(x, x)] von be- 


schränkter Variation ist. — Theorem 3: Ist g(x) von beschränkter Variation und 
% 
Ga, ; 
K (2,4) = ey) mit & <l 
Rd) 


Y 
wo @(t, y) beschränkt und Borel-meßbar in t und y ist, so hat (*) eine Lösung von 
beschränkter Variation. Iglisch (Braunschweig). 

Weston, J. D.: A note on the theory of communication. Philos. Mag., J. theor. 
exper. appl. Physics, VII.s. 40, 449—453 (1949). 

Die Note macht die Theorie der Fourier-Transformation im Raume 2? nutzbar 
für eine allgemeine Betrachtung über Nachrichtenübermittlung. Eine Nachricht 
wird repräsentiert durch eine Funktion f(t) der Zeit t, wobei die auf der Sendeseite 

+00 


eingebrachte Energie proportional |f(t)® und die totale Energie fi fit) ?dt 


[e,e] 


endlich ist. Infolgedessen hat f(t) die im Mittel konvergente Spektralzerlegung 
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oo 
0-7; = eitu F(u) du, wo F(u) wie f(t) zu L? gehört. Ein ideales Über- 


mittlungssystem transformiert eine Einzelschwingung e*' in «=» oder 0, je 

nachdem |u| in einem gewissen Intervall (U,, U) liegt oder nicht: dabei ist 7 die 

durch die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedingte Verzögerung und 

(U — U,)/2r die Bandbreite des Systems. Man kann U, =.0, lernen 

Dann bedeutet die Übertragung eine Projektion von f(t) auf den Raum H, der 
nu 


Funktionen von der Gestalt _ Y ertu K(u) du. Offenbar besteht nun die not- 


an —ı 
wendige und hinreichende Bedingung für die verzerrungsfreie Übermittlung einer 
Nachricht f(t) darin, daß diese in H3 liegt. Jeder Nachrichtenanteil, der orthogonal 
zu H, ist, geht bei der Übermittlung verloren. — In A, bilden die Funktionen 
v,(t) = (sinr(t —r))a(lt—r) für t&r, v()=1 für {=r ein normiertes 
Orthogonalsystem (r = 0, +1,...). Jede in Hz liegende Nachricht f(t) läßt sich 
[0,0} 


> 


— 
aus den „Einheitssignalen“ v,() in der Form f()= 5 f(r) v,(t) aufbauen, wobei 
7 =—00 


die Amplituden der Einheitssignale die Werte von f(t) an den ganzzahligen Stellen 
sind. (Damit wird die Brücke geschlagen zu der anderen Auffassung, die in der 
Übermittlung einen Interpolationsprozeß sieht, denn die Reihen dieser Gestalt 
sind in der Interpolationstheorie als Kardinalreihen wohlbekannt.) In ähnlicher 
Weise werden noch weitere Eigenschaften des Übermittlungssystems mathematisch 
gedeutet. Doetsch (Freiburg i. B.). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Cotlar, M. und E. Zarantonello: Halbgeordnete Gruppen und L-Ideale von 
Riesz-Birkhoff. Publ. Inst. Mat., Rosario 8, 107—192 (1948) [Spanisch ]. 

Die Arbeit gibt eine ausführliche Darstellung der Theorie der halbgeordneten 
Gruppen, wie sie von Riesz, Freudenthal, Kakutani, Birkhoff u. a. ent- 
wickelt wurde, mit einer Anzahl neuer Ergebnisse. — $1. Eine Halbgruppe $ 
ist eine Menge von Elementen, in der eine kommutative und assoziative Operation 
f + g erklärt ist, eine 0 enthalten ist und aus \, +, =fi + fs stets f, = fs folgt. 
S heißt positiv, wenn aus fi, +h,=0 stets \, =f,= 0 folgt. Jede Halbgruppe 
S läßt sich durch Differenzenbildung zu einer Gruppe @(S) erweitern. Definiert 
man fg, wenn ein AR€S existiert mit {+ h=g, so wird die Halbgruppe $ 
quasigeordnet, halbgeordnet genau dann, wenn S positiv ist. In einer halbgeord- 
neten Gruppe bilden die positiven Elemente eine positive Halbgruppe @*. Nach 
A.Clifford [Ann. Math., Princeton, II.s. 43, 465—473 (1940); dies. Zbl. 25, 8] 
ist @ gerichtet (directed) dann und nur dann, wenn jedes «€ @ die Form f—g 
hat, f und g in @*. Eine Unterhalbgruppe 5’ von S heißt charakteristisch, 
wenn für je zwei Elemente f, gaus S aus f <gin Sauch f <gin 8’ folgt. Bildet eine 
halbgeordnete Halbgruppe einen Verband, so heißt sie (l)-Halbgruppe. Eine (l)- 
Halbgruppe g heißt vollständig, wenn jede nach oben beschränkte Menge von Ele- 
menten eine zu @ gehörige Vereinigung besitzt, o-vollständig, wenn dies nur für ab- 
zählbare Mengen gefordert wird. Eine positive Halbgruppe heißt regulär, wenn aus 
Lg (d.h.aus hsf,h sg folgtstets h=0) und f<g+h stets folgt f SA. 
Ist $ regulär, so folgt aus {On g=0 in S stets auch fNg=0 in G(S). Jeder 
Rieszsche Fundamentalbereich ist eine reguläre Halbgruppe. Jede positive Halb- 
gruppe kann in eine eindeutig bestimmte archimedische (nicht notwendig positive) 
Halbgruppe 5" eingebettet werden. Eine positive Halbgruppe heißt quasi- 
archimedisch, wenn für zwei Elemente f, g aus S, für die in SC f=g (d.h. f<g 
und g< fin der Quasiordnung von S@) gilt, stets {=g in 8 gilt. Eine positive Halb- 
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gruppe Sistdann und nur dann isomorph eine Unterhalbgruppe einer positiven archi- 
medischen Halbgruppe, wenn S quasiarchimedisch ist. Eine positive Halbgruppe $ 
ist dann und nur dann isomorph einer Unterhalbgruppe einer vollständigen (l)- 
Halbgruppe, wenn $ quasiarchimedisch ist. — $2. Eine Teilhalbgruppe N einer 
positiven Halbgruppe heißt (l)-Ideal, wenn N mit f jedes ’<f enthält. Ein 
(l)-Ideal heißt vollständig, wenn es zu jeder beschränkten aufsteigenden Folge 
hs" shk<s: eing>f, für alle a enthält. Die vollständigen Ideale einer 
regulären Halbgruppe bilden einen Booleschen Verband. Für vollständige (l)- 
Halbgruppen ergibt sich ein vollständiger Boolescher Verband, wie schon 8. Boch- 
ner und R. Phillips [Ann. math., Princeton, II. s. 42, 316—324 (1941)] bewiesen. 
Eine Halbordnung <* in einer positiven Halbgruppe heißt eine Unterordnung, 
wenn (1) aus f<g folgt f<s*g, (2) ist {a} <g, {k} <*0, so existiert ein 
f sg mit {ia} <f <s*0. Ist eine Unterordnung gegeben, so bezeichne Ef das 
durch Ef*zf, h*zf—hzEf eindeutig bestimmte Elemente. Ist Ef= 0, so 
heißt f absolut stetig bezüglich <* (f€ AL), ist Ef = f, so heißt f singulär 
(fe SL). Es gilt das Analogon zur Lebesgue-Rieszschen Zerlegung: AL und SL 
sind in jeder regulären Halbgruppe $ komplementäre vollständige (l)-Ideale. Zu 
jeder solchen komplementären Zerlegung von $ existiert umgekehrt eine Unter- 
ordnung <*, so daß die beiden Ideale gleich AL bzw. SL werden. Diese Resultate 
werden speziell auf die vollständig additiven nichtnegativen Mengenfunktionen 
auf einem o-Körper K, angewendet, die eine vollständige (l)-Halbgruppe A+ 
bilden. Die Unterordnungen ergeben sich als f(e) <g(e) nur auf gewissen Teil- 
mengenkörpern K3. Ist N ein vollständiges (l)-Ideal von A+ mit höchstens abzähl- 
barer Basis, so existiert ein Teilmengenkörper vo ‚ so, dab N = ALUK ) wird. — 
$3. Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit (ol)-Vektorgruppen L mit Einheit, das 
sind (l)-Gruppen, die gleichzeitig reelle lineare Räume sind, in denen die Summe 
über abzählbar viele Elemente existiert, wenn die Partialsummen beschränkt sind. 


410 
Zuerst wird der Freudenthalsche Satz über die Spektraldarstellung x = f Ade(x; A) 
— 0 


jedes x€_L abgeleitet und der lineare verbandstreue Isomorphismus & — e(x;}), 
der L in eine Unter-(l)-Vektorgruppe der (ol)-Gruppe L* der Zerlegungen 
der Einheit abbildet. Unter Verwendung der Stone-Wallmanschen Resultate 
über die Darstellung Boolescher Verbände werden dann folgende Dar- 
stellungssätze bewiesen: Jede (ol)-Vektorgruppe L mit Einheit ist linear und 
verbandstreu isomorph in den Raum der bis auf Mengen erster Kategorie definierten 
Borelmeßbaren Funktionen eines Booleschen Raumes abbildbar. Damit dies eine 
Isomorphie auf den ganzen Raum ist, ist notwendig und hinreichend, daß L voll- 
ständig ist und jede Familie positiver disjunkter Elemente in L beschränkt ist 
[vgl. auch M. H. Stone, Proc. nat. Acad. Sci. USA 27, 83—87 (1941)]. Jede quasi- 
archimedische bzw. archimedische positive Vektorhalbgruppe ist linear und ver- 
bandstreu isomorph einer Unterhalbgruppe bzw. charakteristischen Unterhalb- 
gruppe des analog gebildeten Funktionenraumes über einem kompakten total- 
unzusammenhängenden Hausdorffschen Raum. — $4. Eine auf einem Maßkörper- 
K, erklärte Funktion f(e) >0 heißt von beschränkter Variation, wenn eine total- 
additive Funktion F(e) mit f(e) <F(e) füralle e€eK, existiert. Alle diese Funk- 
tionen bilden eine vollständige (l)-Vektorhalbgruppe V, darin die vollständige 
(),-Halbgruppe A+ der totaladditiven F(e)> 0. In V wird fs. g geschrieben, 
wenn es zu jedem e> 0 eine endliche oder unendliche Zerlegung e = Le, gibt, 
so daß für beliebige & <e, gilt I(f(&) <Lg(e&) + e. Unter allen additiven g 
die „>f sind, gibt es eine < den übrigen, Wf. Wf ist das Oberintegral von f im 
Sinne von A. Kolmogoroff [Math. Ann., Berlin 103, 659—696 (1930)]. Mit der 
abstrakten Fassung dieser Überlegungen wird schließlich eine Zerlegung in AL 
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und SZ für (l)-Halbgruppen relativ zu einer (l)-Unterhalbgruppe konstruiert. 
Dabei werden ein relativer Idealbegriff und relative Unterordnungen benützt. 
@G. Köthe (Mainz). 

Fröchet, Maurice: La notion de diff6rentielle sur un groupe abelien. Portu- 
ealiae Math. 7, 59—72 (1948). 

Sind tund 7 zwei topologische abelsche Gruppen, ist F(x) eine Funktion auf £ 
mit Werten in 7, x, ein innerer Punkt ihres Definitionsbereiches, so heißt eine 
lineare Transformation v(Ax) von tin T ein Differential von F(x) für <= x,, wenn 
die Differenz &(Ax) = F(x, + Ax) — F(x,) —u(Ax) der Bedingung genügt: Es 
gibt eine Umgebung W(0) in £, so daß zu jeder Umgebung V(0) in 7’ eine Umgebung 
U(0) in t gehört, so daß für jedes n aus a€ U, na€eW folgt n-w(a)€ V. Hat 
F(x) in x, ein Differential, so ist F(x) dort stetig, ferner gilt, daß v(u(Ax)) ein 
Differential der zusammengesetzten Funktion G (F(x)) ist, wenn v bzw. u Differentiale 
von @ bzw. F sind. Ist t archimedisch, d.h. gibt es zu jeder Umgebung U (0) und 
jedem x€tein y€ U mit x—= ny für geeignetes n, so ist das Differential eindeutig 
bestimmt. Der vorliegende Differentialbegriff wurde auch von A.D.Michal 
[Math. Mag., Texas 21, 80—90 (1947); dies. Zbl 29, 303] eingeführt. @. Köthe. 


Ambrose, W.: Measures on locally compact topologieal groups. Trans. Amer. 
math. Soc. 61, 106—121 (1947). 

Verf. zeigt: Ist @ eine lokal kompakte, topologische Gruppe und m das Haar- 
sche Maß in @, so erzeugt jedes links invariante Maß rn in @, das eine „Verfeinerung“ 
von m ist und den Meßbarkeitsbedingungen von A. Weil genügt [A. Weil, L’inte- 
gration dans les groupes topologiques et ses applications, Actual. sci. industr. Nr. 
869, 1940], eine (allerdings nicht eindeutig bestimmte) lokal kompakte Untergruppe 
@ von @. Erlegt man dem Maß n gewisse Bedingungen auf, so ist @’ nicht 
trivial (@’ ist trivial, heißt: @’ ist diskret und hat das m-Maß 0). — n heißt eine 
Verfeinerung von m, wenn jede m-meßbare Menge mit positivem m-Maß eine n- 
meßbare Teilmenge mit positivem n-Maß enthält. Nöbeling (Erlangen). 

Ambrose, W.: Direct sum theorem for Haar measures. Trans. Amer. math. 
Soc. 61, 122—127 (1947). 

Es sei @ eine lokal kompakte, topologische Gruppe, @’ eine abgeschlossene, 
invariante Untergruppe von @ (mit der durch @ induzierten Topologie) und @, die 
zugehörige Faktorgruppe. Die links invarianten Haarschen Maße von @,@’ und @, 
seien m, m’ und m,. Für jede m’-meßbare Menge A aus @’ werde m’ (2A) = m’ (A) 
gesetzt; hierdurch wird das Maß m’ auf die Nebengruppen x@’ von @’ übertragen. 
Verf. zeigt: m ist bis auf einen konstanten Faktor die direkte Summe der Maße m’ 
in den Nebengruppen nach dem Maß m, in G,: m = kf m’ dm... Nöbeling. 

Srejder, Ju. A.: Struktur der maximalen Ideale in Ringen vollständig additiver 
Maße. Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 63, 359—361 (1948) [Russisch]. 

V® sei die Menge der komplexwertigen Funktionen o(t),diefür -—oo<t<co 
von beschränkter Schwankung sind. Erklärt man eine Produktbildung durch 
Faltung und nimmt als Norm die totale Variation, so wird V® zu einem normierten 
Ring. R, sei der dazu isomorphe Ring der zugehörigen totaladditiven Mengen- 
funktionen g(E) mit den gleichen Verknüpfungen. Im Anschluß an eine von 
Gelfand [dies. Zbl. 21, 294; 24, 320] entwickelte Theorie untersucht Verf. die 
maximalen Ideale (Primideale) P in R;. Jedem P entspricht nach Gelfand 
umkehrbar ein Homomorphismus M von R, auf den Körper der komplexen Zahlen; 
P ist die Menge der g& R, mit M[p] = 0. Es gilt nun (Satz 1): M hat stets die 
Form M[p] = [ m,(t) do(t), wo m, ein „verallgemeinerter Charakter“ mit |m.(t)| < 1 
ist. Dabei heißt m,(t) verallgemeinerte Funktion, wenn für jedes € R; my(t) be- 
schränkt und g-meßbar ist und wenn für jedes g, € R,, das bezüglich @ absolutstetig 
ist, p,-fast überall m,,(t) = my(t) ist; und m, heißt verallgemeinerter Charakter, 
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wenn außerdem (p X @)-fast überall in der s-t-Ebene my(s) my(t) = my(s + t): 
ist. Speziell kann my(t) = e'*! sein; dies ergibt die „fundamentalen maximalen 
Ideale‘. — Jedem m,(t) ist eine Zerlegung von R, in eine direkte Summe RR=J + R 
eines Ideals J und eines Unterringes R zugeordnet: J ist die Menge der p mit 
Mg(t) = 0 für Y-fast alle t; R die „singuläre Ergänzung“. Z. B.: J enthält die ste- 
tigen, R die reinen Sprungfunktionen. Umgekehrt: sind J und R gegeben, so setze: 
man m,(l)=0 für DEJ, ml) 1 für ge R, und erhält so einen verallgemei- 
nerten Charakter. Im Falle der fundamentalen Homomorphismen wird J leer, 
R= R,. — Mit Hilfe nichtmeßbarer Funktionen lassen sich Zerlegungen 
R; = J + R, Homomorphismen und schließlich maximale Ideale bilden, die in der 
bereits von Rajkov [Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 54, 387—390 (1946)] 
untersuchten Klasse nicht enthalten sind. — Ein Homomorphismus M bzw. das 


zugehörige Ideal P heißt symmetrisch, wenn M[o(-t)] = M[pit)]. Es gibt 
asymmetrische Primideale in R,. Hieraus folgt, daß im bikompakten Raume M 
aller P die fundamentalen P (die symmetrisch sind) nicht dicht liegen. — Hierauf 
gründet Verf. folgende Aussage: es gibt eine Funktion f(A) = y' ER dos)" mit 
o€ R;, so daß 1/f(A), obwohl beschränkt, eine solche Darstellung nicht gestattet. 
Den hierfür von Wiener und Pitt [dies. Zbl. 19, 168] gegebenen Beweis erklärt 
Verf. für unrichtig. — Beweise sind z. T. angedeutet. Wecken. 
„* Stone, M. H.: Boundedness properties in funetion-lattices. Canadian J. Math. 
1, 176—186 (1949). 
Jeder reellen Funktion f(x) über einer Menge X wird eine Spektralschar zu- 
geordnet: E,(A) sei die Menge aller ze X mit f(x) <A. Dann ist (1) AE,(M) =, 
2 


(2)VE,(A)=X,(3) V E(u)=E,(A), ferner ist P,(A)=E,(A) n A E,(u) die Menge 
2 ER, 2 


1 1 u> 
aller x mit f(x) = A. Umgekehrt definiert eine Spektralschar mit den Eigenschaften 
(1) bis (3) genau eine relle Funktion. Ist X ein topologischer Raum, so ist f(x) 
dann und nur dann stetig, wenn die abgeschlossene Hülle von E,(A,) dem Innern 
'vonE, (),)angehört, falls}, <?,. C(X)seider Verband [f <g, wenn f(x)< g(x)für alle &] 
der stetigen reellen Funktionen auf einem vollständig regulären topologischen 
Raum X. Hat in C(X) jede nach oben beschränkte Menge von höchstens x Funk- 
tionen eine obere Grenze [diese Eigenschaft wird mit (A,) bezeichnet], so gibt es 
zu jeder beschränkten Baireschen Funktion eine stetige Funktion, die höchstens 
auf einer Menge erster Kategorie von ihr verschieden ist, und jede Bairesche Funk- 
tion ist nur bis auf eine Menge erster Kategorie von einem Quotienten zweier stetiger 
Funktionen verschieden. Gilt (A,), so hat die Spektralschar einer stetigen Funk- 
tion folgende Eigenschaften: Die abgeschlossene Hülle E,(A)" von E,(A) ist offen, 
E,(A) ist als Vereinigung einer Folge zugleich offener und abgeschlossener Mengen 
darstellbar, E,4)= V  E,(4)-, Aeine überalldichte Menge reeller Zahlen. Für 
neA,u<i 

X selbst folgt aus (A,), daß die zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen eine 
additive Basis der offenen Mengen bilden, und die Vereinigung von höchstens X 
zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen hat eine abgeschlossene Hülle, die 
zugleich offen ist. Hat ein topologischer Raum X umgekehrt diese g-Additivität und 
ist E,(A) für jede stetige Funktion f die Vereinigung von höchstens x zugleich 
, offenen und abgeschlossenen Mengen, so hat C (X) die Eigenschaft (A,). Ist X ein 
kompakter Hausdorffscher Raum, so hat C(X) die Eigenschaft (A4,) dann und 
nur dann, wenn X der Boolesche Darstellungsraum einer g-additiven Booleschen 
Algebra ist. — Teile der Resultate wurden früher angekündigt [Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 26, 280—283 (1940)]. @G. Köthe (Mainz). 

Krishnan, V. $.: Extensions of partially ordered sets. IT: Construetions. J. 
Indian math. Soe., II.s. 12, 89—106 (1948). 

Während im Teil Ider Arbeit [dies. Zbl. 30, 398] die Natur und charakteristische 
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Eigenschaften „kanonischer‘‘ Erweiterungen untersucht wurden, studiert ‚Verf. im 
Teil II für spezielle Fälle die Existenz solcher Erweiterungen. Nöbeling. 


Praktische Analysis: 


Best, @. C.: Notes on the Graeffe method of root squaring. Amer. Math. 
Monthly 56, 91—94 (1949). 

Verf. zeigt, wie gewisse Schwierigkeiten des Graeffeschen Verfahrens, die dann 
auftreten, wenn komplexe Lösungen gleiche oder nahezu gleiche Absolutbeträge 
haben, beseitigt werden können. W. Meyer zur Capellen (Aachen). 


Babkin, B. N.: Angenäherte Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung mit der Methode der schrittweisen Annäherungen auf Grund eines 
Satzes von $. A. Caplygin über Differentialungleiehungen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II.s. 59, 419—422 (1948) [Russisch ]. 

Der Differentialgleichung y’ = f(x, y), Y(%) = Y, werden zwei Differential- 
ungleichungen v” — f(z,v) >0, w— f(x,u) <O mit u(x,) = v(%,) = Y, zuge- 
ordnet. Ausgehend von einem Paar von Funktionen v(x), v(x) lassen sich nach 
Caplygin zwei Funktionenfolgen u,(x), v,(x) aufbauen, welche das gesuchte %(x) 
von oben bzw. unten mit beliebiger Genauigkeit approximieren. Weitere Annahmen: 
öflöy>0 im Gebiet D, das begrenzt ist durch y=u(2), y=v({X), = %y 
x — x, . Verf. dehnt dies von Caplygin [Trudy CAGI, Nr. 130 (1932) Jangegebene Ver- 
fahren auf Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung aus. Das Anfangs- 
wertproblem für die Gleichung y’= f(z,Y,y), Y(%) = Yo: Y (%) = %0, Wird 
ausführlich behandelt. Voraussetzungen: öf/öy und öf/öy’ in einem gewissen 
(29, Y,) enthaltenden Gebiet D stetig und für alle 9’ aus einem gewissen endlichen 
Intervall positiv. Reutter (Karlsruhe). 


Tomey, A. H. J. M.: Une nouvelle methode pour Panalyse des graphiques 
resultant de sinusoides amorties. Comment. Pontificia Acad. Sci. 11, 273—325 
(1947). 


Bei der Anwendung periodographischer Methoden stößt man vielfach auf Vorgänge, die 
‚eine bestimmte und unveränderliche Grundperiode zeigen, aber derart, daß aufeinanderfolgende 
Intervalle von der Länge dieser Grundperiode verschiedenen Funktionsverlauf aufweisen. Bei- 
spiele solcher Vorgänge, mit deren Analyse sich Verf. beschäftigt, bieten die Oszillogramme der 
Vokale (menschliche und tierische Stimmen) sowie die Elektro-Encephalogramme (EEG) ge- 
sunder und kranker Versuchspersonen unter verschiedenen Versuchsbedingungen. Als ana- 
lytische Methode wählt Verf. das bekannte Verfahren von H. Labrouste, das mit Hilfe ein- 
facher linearer Kombinationen der Ordinaten der zu untersuchenden Kurve abgeleitete Kurven 
erzeugt, in deren Spektrum gewisse Periodizitäten nach Belieben verstärkt, andere unterdrückt 
werden. Um dieses Verfahren auf Kurven obiger Art mit bekannter Grundperiode anwenden 
zu können, wird jede Grundperiode in 40 (80) gleiche Abschnitte eingeteilt und die zugehörigen 
Ordinaten gemessen. Auf diese Zahlenreihe wendet man eine Reihe von Labrousteschen Kom- 
binationen an, die so ausgewählt sind, daß sie die ersten 20 (40) harmonischen Wellen des Grund- 
intervalls isolieren und ihre Verformung bei Verschiebung des Intervalls sichtbar machen. Auch 
das Vorhandensein anharmonischer Wellen (d. h. solcher, die nicht ganzzahlig im Grundintervall 
enthalten sind) kann dabei deutlich werden, besonders, wenn man das Schema für 80 Ordinaten 
auf die doppelte Länge des Grundintervalls anwendet. Die Arbeit enthält eine ausführliche 
Darstellung der Kombinationsschemata für 40 und 80 Ordinaten und zahlreiche Analysen- 
beispiele (phonetische Kurven und EEG-Kurven mit ihren Elementarwellen). — Ref. darf 
hierzu auf Grund eigener Erfahrungen bemerken, daß die Methode von Labrouste, die für 
das Studium einzelner Spektralbereiche ausgezeichnete Dienste leistet, sich für Untersuchungen 
obiger Art weit weniger eignet als die Methode der progressiven harmonischen Analyse, mit der 
die gleichen Ergebnisse genauer und mit weit geringerem Aufwand an Formeln erhalten werden, 
sofern nur die Fourierkonstanten (gegebenenfalls genügen die der Cosinusglieder) des ersten 
Grundintervalls vorliegen. K. Stumpff (Vogelsang üb. Seesen). 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Renyi, Alfred: Some remarks on independent random variables. Hung. Acta 
Math. 1, 17—20 (1949). 

Es seien X,,X,,... unabhängige Zufallsveränderliche mit derselben Ver- 
teilungsfunktion F(x), deren Mittelwert Null und deren Streuung 0? ist. Ferner 
seien A und B bzw. die größte Zahl, für die F(x) — 0, wenn x < A, und die kleinste 


00 
Zahl, für die F(x)= 1, wenn 2>B. Wenn noch m, = f x*"dF‘(x) gesetzt wird, 


100 


0 
dann beweist Verf., daß B?#-1_ A?k-1 > mg, f Ft) dt für alle k. Dieses Resultat 


— 00 

verschärft ein Theorem von Walsh [Math. Ann., Berlin 90, 33—45 (1923)]und Haar 

[Math. Z. 31, 32 (1929)]. Der Spezialfall für k — 1 wird verwendet, um zu beweisen, 

daß 0 

M,„>no2/2 [ Fit) dt, 
— I) 


wobei M, die kleinste obere Schranke der Werte ist, für die die Verteilung von 
18, IX)+ °°+ÄX,| gleich eins ist. (M,, ist demnach eine obere Schranke für alle 
möglichen Werte von |S,|). Das Resultat kann nicht verbessert werden, da z.B. 
im Falle der symmetrischen Binomialverteilung das Gleichheitszeichen gilt. Verf. 
erwähnt auch eine Anwendung auf ein orthonormales Funktionensystem. 
S. Vajda (Epsom/England). 

Chung, Kai Lai: On the maximum partial sums of sequences of independent 
random variables. Trans. Amer. math. Soc. 64, 205—233 (1948). 

Es seien X, (n=1,2,...) zufällige Variablen mit dem Durchschnitt 0, der 
Streuung o, und dem absoluten dritten Moment y,, und es sei ferner 


N 
a ee a 21:7 a > a Se 

4= 1<sv<n v=1 
Nachdem Erdös und Kac die Grenzverteilungsfunktion von 87 gefunden hatten, 
war es von Interesse, das asymptotische Verhalten von 87 näher zu untersuchen 
und Abschätzungen des Restgliedes zu finden. In dieser Richtung gibt Verf. mehrere 
Ergebnisse. Es wird durchweg max y,o? = 0O(sl=®) mit einer bestimmten 

1svrsn 

beliebig kleinen, positiven Zahl © vorausgesetzt. Wenn c eine Konstante bedeutet 


und Pr(8S%# <cs,) die Wahrscheinlichkeit von 87%; <cs, bezeichnet, so findet er, 


daß 
4 (1) ’ (25 +1)?n2 ( aa) 
R- x = Bi Ks 2 IR ER op 
Prien] ei, | exp( g ) 0) Kerr 3 


Andere seiner Sätze sind Erweiterungen des Gesetzes des iterierten Logarithmus. 
Die Ergebnisse von Feller [The general form of the so-called iterated law of log- 
arithmus, Trans. Amer. math. Soc. 54, 373—402 (1943)] über obere Schranken 
für 8# gelten sofort auch für S%. Verf. gibt nun auch ganz entsprechende Sätze für 
_ untere Schranken. Ist 
2 = log,3, + 2logs, + log 5, + +lo-ın + (+ ö) log, S,; 

soist z.B. Pr($% < 8-12 x®,i.o.) gleich 0 oder 1, je nachdem ö positiv oder nicht 
positiv ist. [i.o. bedeutet unendlich oft (infinitely often).] Bergström. 

Ghizzetti, A.: Sul prodotto di due variabili casuali gaussiane. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend. Cl. Sci. fisie. mat. natur., VIII. s. 4, 534—539 (1948). 

Mittels eines eleganten analytischen Verfahrens bestimmt Verf. die Dichte- 
funktion w(x) und die charakteristische Funktion o(t) der zufälligen Veränderlichen, 
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die Produkt zweier unabhängiger, normaler zufälliger Veränderlichen ist. — Ge- 
nauer: wenn « und ß die Mittelwerte der beiden zufälligen Veränderlichen be- 
zeichnen und man die — praktisch nicht einschränkende — Annahme einführt, 
daß beide die Varianz 1 haben, ergibt sich: 
[0,0] — 
i! Ar? 2 u ESER /&x\n ß n 3 ; | 
w(%) ee Fan Vaßx)Ky(lx) + DE) + (=) |nteVaBo)K,(@) N 


ar n=1 


at ) 


1 
ee eh 
wo K, und I,, die bekannten Besselschen Funktionen sind. @. Pompilj (Rom). 

Gordon, A. N.: The restrieted problem of the random walk. Philos. Mag., 
J. theor. exper. appl. Physies, London, VII. s. 39, 572—575 (1948). 

Un point materiel se meut dans le plan, partant de O et deerivant n fois. le 
segment unite parallelement & deux directions fixes. Silberstein a determine 
[Philos. Mag., J. theor. exper. appl. Physies, London, VII. s. 35, 395—404 (1944)] 
la frequence de la distribution des points finals possibles. Les deux directions 
peuvent &tre prises comme axes de coordonnees passant par O0 et on peut supposer 
ces axes rectangulaires. L’aut. d&montre alors que la frequence f,„(r, s) du point 
(r, s) est donn&e par la formule 


{n(r, s) = coeff. de «"y* dans (x = Fade ) = (un EN w x) (} (m m ff yi 


La methode peut immediatement s’&tendre ä l’espace & 3 dimensions, la frequence 
f„(r, s,t) du point (r, s,t) ayant alors une expression explicite plus compliquee. 
La probabilite P,(r,s,t) pour que le point (r,s,t) soit un point final est, pour 
n tres grand, asymptotiquement egale A + (6/an)?!? exp (— 3(r? + s? + B)/2n). 
T. Popoviciu (Cluj). 

Robbins, Herbert: The distribution of a definite quadratie form. Ann. math. 
Statist., Ann Arbor 19, 256—270 (1948). 

Verf. gibt in der Form einer unendlichen Potenzreihe die Verteilung einer 


; 1 n 
positiv definiten Form , N a,X7, wo die X, unabhängige, normal-verteilte Ver- 


i=1 
änderliche mit dem Durchschnitt 0 und der Streuung 1 sind. Die Koeffizienten 
der Reihe sind kompliziert, können aber durch ein Rekursionsverfahren berechnet 
werden. Die Verteilungsfunktion der Form wird auch als eine unendliche Reihe von 
x7-Verteilungsfunktionen gegeben. Bergström (Göteborg). 

Montroll, Elliott W.: On the theory of Markoff ehains. Ann. math. Statist., 
Ann Arbor 18, 18—36 (1947). 

Bei einer Markoffschen Kette von n Ereignissen seien für ein Ereignis V ver- 
schiedene Werte möglich. Verf. zeigt, wie für einfache Markoffsche Ketten der 
Erwartungswert bestimmter einfacher Funktionen mit Hilfe der Eigenwerte und 
Eigenvektoren einer gewissen Matrix berechnet werden kann. sSazxer (Zürich). 


Statistik: 


Wald, Abraham: Estimation of a parameter when the number of unknown 
parameters inereases indefinitely with the number of observations. Ann. math. 
Statist., Ann Arbor 19, 220—227 (1948). 

{X} d=1,2,...) sei eine unendliche Folge von (möglicherweise unabhängi- 
gen) Zufallsveränderlichen. Es wird angenommen, daß für jedes n die Wahrschein- 
lichkeitsverteilung für (X,,..., X,)durch einen Ausdruck DR. IE 
gegeben ist, worin ©,&,,...,&, unbekannte Parameter sind, die Werte aus 
endlichen, abgeschlossenen Intervallen annehmen können, und die Funktion pin 
allen angegebenen Veränderlichen kontinuierlich ist. Dann ist der Ausdruck 
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4(&],...,%,) ein gleichmäßig folgerichtiger Schätzungswert (uniformly consistent 

estimate) von ©, falls für jeden Wert ö die Beziehung lim Pflt,—-0| <$}=1 
n= 00 

gleichmäßig in © und allen £, gilt. — Verf. zeigt, daß ein solcher Wert nicht existiert, 

falls für ein endliches, nicht ausgeartetes Intervall von © die Ungleichung 

lim c,(©) <c <& gilt. Hierin ist c,(©) definiert als die größte untere Schranke 

N=00 


von 
[0,0] 
h 0° log 9m 
en | | ( ) ndRy de, 
= ale 


für jede beliebige Funktion F(&,,...,&,©) und 


[e,) 


oo 
2: OR) SS: f par, 
00 —00 
c„(©) wird in Analogie mit R. A. Fishers Informationsfunktion als die in den ersten 
n Beobachtungen enthaltene, auf © bezügliche Information bezeichnet. Wenn 
(die aufeinander folgenden Beobachtungen voneinander unabhängig sind, ergibt 
sich, daß die in den ersten n Beobachtungen enthaltene gesamte Information gleich 
ist”der Summe der in den einzelnen Beobachtungen enthaltenen Informationen. 
S. Vajda (Epsom/England). 

Wald, Abraham: Asymptotie properties of the maximum likelihood estimate 
‘of an unknown parameter of a diserete stochastie process. Ann. math. Statist., Ann. 
Arbor 19, 40—46 (1948). 

Es sei {X} (=1,2,...) eine Folge von Zufallsvariablen, und es werde an- 
genommen, daß die Verteilung p,(%,,...,%,) existiert und einen unbekannten 
Parameter © enthält. (Es wird aber von der in der früheren Literatur gewöhnlich 
vorausgesetzten Unabhängigkeit der Beobachtungen abgesehen.) Dann heißt eine 
Folge {t,} asymptotisch effizient im weiteren Sinne, wenn es eine Folge von Zufalls- 
veränderlichen {u,} (n—=1, 2, ...) gibt, derart, daß lim E(u,|0)=0, lim E(u|0)=1 

n=00 Nn= 00 


und Ve,(©)(t,— ©) —u, stochastisch nach Null konvergiert, wenn n—c. 
Wenn außerdem die Grenzverteilung von Ve,(9) (,— ©) existiert und normal 
ist, dann heißt {t,} asymptotisch effizient im engeren Sinne. — In der gegenwär- 
tigen Arbeit wird gezeigt, daß unter gewissen Bedingungen, die sich auf p, beziehen, 
die max. likelihood-Gleichung log p,/©0 = 0 mindestens eine Lösung hat, die 
ein folgerichtiger (consistent) Schätzungswert von © ist. Außerdem ist jede Wurzel, 
die folgerichtig ist, auch asymptotisch effizient (im weiteren Sinne). Es folgt, daß, 
falls der max. likelihood Schätzungswert (der ja immer eine Lösung der max. 
likelihood-Gleichung ist) folgerichtig ist, er auch asymptotisch effizient (im wei- 
teren Sinne) sein muß. S. Vajda (Epsom, England). 


Wald, A. and J. Wolfowitz: Optimum character of the sequential probability 
ratio test. Ann. math. Statist., Ann Arbor 19, 326—339 (1948). 

p,(2) (i= 0,1) seien zwei Verteilungen, und die Zufallsveränderliche X 
'genüge einer der beiden, unbekannt welcher. Es soll entschieden werden, welche 
der beiden Funktionen gilt, indem n unabhängige Beobachtungen &,,...,%, 
vorgenommen werden. Dabei ist n selbst eine Zufallsveränderliche. Ein Folgetest 
ist definiert durch eine Regel, die angibt, wie n von den aufeinanderfolgenden 
Beobachtungen abhängt und wie die Entscheidung für eine der beiden Verteilungs- 
funktionen getroffen werden soll. — Wenn es sich im besonderen um einen auf dem 
Wahrscheinlichkeitsverhältnis beruhenden Folgetest (sequential probability ratio 
test) handelt, dann sind zwei Größen A(>1) und B(<1) gegeben, und n ist die 
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kleinste Zahl 5, für die 
; ; 
a PD, (%%) IR DNA oder DB 


gilt. Falls die erste Ungleichung gilt, wird für p, (x) entschieden, falls die zweite 
gilt, für p,(x). Für einen solchen Test, den wir 5, nennen, bedeutet a,(8,) die Wahr- 
scheinlichkeit, daß gegen »,(x) entschieden wird, falls dies in Wirklichkeit die 
zutreffende Verteilung ist. Verf. beweisen die schon früher mitgeteilte Vermutung, 
daß dann, wenn für einen anderen Test S, (der für dieselbe Entscheidung .heran- | 
gezogen wird) die Beziehungen x,(8,) <a,(8) (= 0,1) gelten, die erwartete 
Anzahl n von Beobachtungen nicht kleiner ist als für S,, und zwar unabhängig 
davon, ob p,(x%) oder P,(x) die wahre Verteilung ist. S. Vajda (Epsom). 

Wald, A. and J. Wolfowitz: Bayes solutions of sequential deeision problems. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 35, 99—102 (1949). 

Verff. bezeichnen diese Arbeit als eine Fortsetzung der Untersuchungen, die 
sie in dem vorsteh. besprochenen Artikel begonnen haben. {X,} sei eine Folge von 
unabhängigen, identisch verteilten Zufallsveränderlichen und p(a,F) die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte im Punkte a, wenn F die Verteilung von X, ist. Ferner sei &| 
die unendliche Folge von Beobachtungen &,,...,D(x) sei die „Entscheidungs- 
funktion“ (d.h. eine Funktion, die nur die Werte 1 und 0 annehmen kann und von 
der es abhängt, welche Entscheidung getroffen wird), die ein Element aus dem’ 
Funktionenraum D* ist, und W(F, d) eine Gewichtsfunktion. n(x, D) ist die Anzahl 
der durchgeführten Beobachtungen und & ein Wahrscheinlichkeitsmaß im Raume 
2 der zugelassenen Funktionen f. Dann wird eine Risikofunktion 


r(F, D) =; W(F, [D(x)]) dF* (x) + [nee D)dF* (x) 


definiert. M ist der Raum der Folgen x und F* das Wahrscheinlichkeitsmaß, das 
in ihm durch F induziert wird. (Man betrachte etwa W als den Verlust, der sich 
ergibt, wenn F' zu Unrecht abgelehnt wird, und 1 als die Kosten einer einzelnen 
Beobachtung. Dann ist r der durchschnittliche Verlust, der sich aus dem durch: 
die betrachtete Entscheidungsfunktion definierten Test ergibt, falls £ die a priorische 
Verteilung von F ist.) — Schließlich wird noch 
r(&,D)— [ r(F,D)d& und W(E,d)= [ W(F,d)de 
2 


2 


eingeführt. Verff. stellen drei Sätze auf, die sich auf den Zusammenhang zwischen! 
5 und D(x) beziehen. So wird z. B. eine notwenige und hinreichende Bedingung 
dafür angegeben, daß eine Funktion D,(z) in bezug auf die Verteilung & eine 
„Bayes-Lösung‘“ ist, d.h., daß r(&£,D,) <r(£,D) für alle zugelassenen D(x) 
ist. — Beweise für diese Sätze, Beispiele für ihre Anwendungen und genaue Be- 
dingungen für die Existenz der in diesem Referate erwähnten Integrale werden!| 
an anderer Stelle mitgeteilt werden. S. Vajda (Epsom, England). ' 

Herbach, Leon H.: Bounds for some funetions used in sequentially testing the 
mean of a Poisson distribution. Ann. math. Statist., Ann Arbor 19, 400 bis 405 
(1948). 

Wald hat in einer früheren Arbeit [Ann. Math. Statist., Ann Arbor 16. 
117—186 (1945)] unter recht allgemeinen Bedingungen Schranken für die Wahr- 
scheinlichkeit angegeben, daß ein auf dem Wahrscheinlichkeitsverhältnis beil 
ruhender Folgetest (sequential probality ratio test) dazu führt, daß die Hypothese! 
die Verteilung der Zufallsveränderlichen & sei durch f(x,A,) gegeben, angenommer | 
wird, obwohl in Wirklichkeit f(®,A) gilt. Er hat auch Schranken für den Er. 
wartungswert der Anzahl der notwendigen Beobachtungen abgeleitet. Die Aus 
drücke für diese Schranken enthalten außer den Parametern, die die Struktur dedi 
Tests festlegen, auch noch Größen, welche von der Funktion f(x,A) abhängenlf 
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Wald hat sie in der genannten Arbeit für die Binomialverteilung und die Normal- 
verteilung mitgeteilt. Verf. führt dies für die Poissonverteilung durch. S. Vajda. 

Bowker, Albert H.: A test for symmetry in contingeney tables. J. Amer. 
statist. Assoc. 43, 572—574 (1948). 

n;; 5 = 1,...,m) seien die beobachteten Häufigkeiten von Ereignissen, die 
in das Feld (t, j) einer Zufallstafel (contingency table) des Umfanges m x m fallen. 
Es soll untersucht werden, ob für die zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeiten 
die Symmetriegleichung P,,= P,, gilt. Auf ein Theorem von Cramer gestützt, 
zeigt Verf., daß für eine große Gesamtzahl von Beobachtungen der Ausdruck 


ES Mer? 
W;; R,;; 
i>j Zu? 


wie g? mit m(m — 1)/2 Freiheitsgraden verteilt ist, falls die vorausgesetzte Sym- 
metrie gilt. Die entsprechende Formel für m = 2 war schon früher vonMcNemar 
[Psychometrika, Cincinnati 12, 153 (1947)] vorgeschlagen worden. SS. Vajda. 

Madow, William G.: On a source downward bias in the analysis of variance 
and covariance. Ann. math. Statist., Ann Arbor 19, 351—359 (1948). 

Seien %,..., %,x normal-verteilte zufällige Variablen, wo y;, den Durchschnitt 
@;s und die Streuung a;, hat. Wenn man die sog. Nullhypothese a,,= «a mit der 
dazu alternativen Hypothese a;, —a, durch das Fischersche F-Prüfen vergleichen 
will, wird in beiden Fällen a,, = ::'=a,, vorausgesetzt. Diese Voraussetzung 
führt zu einer Schiefheit, indem die Nullhypothese, wenn die Voraussetzung nicht 
erfüllt ist, öfter angenommen wird, als das F-Prüfen induziert. Verf. untersucht 
diese Schiefheit. Dazu führt er einerseits als Alternative zu der Nullhypothese die 
Hypothese, daß a,,—='''—=a,y wenigstens für ein ® nicht erfüllt ist, andrerseits 
die Durchschnitt-Nullhypothese: @,=.a, und als Alternative dazu: nicht alle a, 
gleich «a ein. Dabei ist Na,=a,+''' +a,y und kdä=4,+'::+a,. Die 
Verteilungsfunktionen von F unter den verschiedenen Hypothesen werden dann 
berechnet. Harald Bergström (Göteborg). 

Oreutt, 6. H. and 8. F. James: Testing the significance of correlation between 
time series. Biometrika, Cambridge 35, 397—413 (1948). 

Wenn man annimmt, daß zwei Zeitreihen durch dieselbe Autoregressions- 
gleichung erzeugt werden, ergibt sich die Frage nach dem Korrelationskoeffizienten 
zwischen zwei solchen unabhängigen Reihen. Verf. konstruieren eine Anzahl von 
solchen Reihen unter Verwendung der Gleichung 

Yarı z= Y; ae 0,3 Der Kan) .: Er, 
wobei die &, eine Zufallsreihe mit dem Erwartungswert Ö darstellen. Sie berechnen 
dann die Korrelationskoeffizienten zwischen Paaren solcher Reihen. Die sich 
ergebende Verteilung wird mit der theoretischen Verteilung der gewöhnlichen 
Korrelationskoeffizienten zwischen Zufallsreihen verglichen, wobei n, die Anzahl 
der Freiheitsgrade, so gewählt wird, daß die Streuung 1/(r — 1) möglichst gut 
durch die beobachtete Streuung angenähert wird. Verf. bezeichnen die Über- 
einstimmung als zufriedenstellend. — Die Verteilung der Korrelationskoeffizienten 
hängt vor allem von der beobachteten (Stichproben-) Autokorrelation ab, die sich 
in den gepaarten Reihen zeigt. Diese werden als r, — 1— ö?/s? definiert, wobei 


UR n > 
2. 5 Zi Ll EIER Ss, = me 
ir = (Y,ı-T,)/n—-1) und #= z (Y,= Yin. 
Es wird daher vorgeschlagen, die Streuung des Korrelationskoeffizienten aus einer 
der bekannten Näherungsgleichungen zwischen ihr und r, zu bestimmen und die 
sich aus der obigen Regel für n ergebende Verteilung des gewöhnlichen Korrelations- 
koeffizienten zwischen Zufallsreihen für Echtheitsprüfungen (test of significance) 


zu verwenden. S. Vajda (Epsom, England). 
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Richter, H.: Zur Maximalkorrelation. Z. angew. Math. Mech. 29, 127 (1949). 
Verf. stellt fest, daß die von Friede und Münzner [dies. Zbl. 30, 202] auf- 
gestellte hinreichende Bedingung dafür, daß die Maximalkorrelation den Wert 1 


annimmt, auch notwendig ist. Georg Friede (Göttingen). 
e Kendall, M. G.: Rank correlation methods. London: Griffin 1948. VII, 
160p. 18s. | 


Grubbs, Frank E.: On designing single sampling inspeetion plans. Ann. Math. 
‚Statist., Ann Arbor 20, 242—256 (1949). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik: 


Kendall, David 6.: On the generalized „birth-and-death‘“ process. Ann. math. 
Statist., Ann Arbor 19, 1—15 (1948). 

Es bezeichne P,(t) die Wahrscheinlichkeit, daß der Umfang einer Bevölkerung 
im Zeitpunkt t den ganzzahligen Wert n aufweise, wobei sich diese bei = (0 auf 
‚ein einziges Stammindividuum reduziert, so daß P,(0)=1, P,(0)=0 für n+#1 
gilt. Geburt und Tod werden durch entsprechende Dichten A(t) und «(f), welche 
also als Funktionen der Zeit t vorausgesetzt sind, gemessen. Es besteht sodann die 
Differenzen-Differentialgleichung 


PR&)=(n+D)uPul) + (Rn —-VDAP,ıe) —r(+u) PP); 
deren Gültigkeit sich über alle — oo <n <o0 erstreckt, falls man formal P,(t)=0 
für n <0 vorschreibt. — Verf. leitet nun für die erzeugende Funktion 


oo 
o@,t)= 5 P,„(t) 2” die partielle Differentialgleichung 
—00 


op 0p 
=D) 
her, deren Lösung [Anfangsbedingung 9(z,0) = 2] zu expliziten Darstellungen 
‚der gesuchten Koeffizientenfunktionen führt. Diese lauten: 
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Die so erzielte allgemeine Lösung gestattet neben der Diskussion gewisser Spezial- 


fälle die Klärung verschiedener Fragen. So ist beispielsweise die Divergenz des 
[6e) 


Integrals I = . e 9 u(r) dr eine notwendige und hinreichende Bedingnung dafür, 


D) 

daß die Bevölkerung für t—0o0o ausstirbt. Verschiedene Mittelwerte können 
berechnet werden. In einem Abschnitt „cumulative population“ wird neben dem 
Umfang n der Bevölkerung noch die Zahl m der bis zu einem Zeitpunkt i erzielten 
positiven Zuschüsse in die Betrachtung miteinbezogen. Das so erweiterte Problem 
wird analog bearbeitet. — Ein abschließender Abschnitt ist den periodischen Fällen 
gewidmet. H. Hadwiger (Bern). 

Combes, Bernard: Le prineipe de Bayes et le probleme de Pajustement. Bull. 
trimestr. Inst. Actuaires Francais 58, 1—72 (1947). 

Die unausgeglichenen Todeswahrscheinlichkeiten seien g, bis q,. Der Verf. 
behandelt die Frage, wie die ausgeglichenen Werte 4,9%,..., 9% gewählt werden 
müssen, damit sie in einem gewissen Sinne als möglichst wahrscheinlich gelten 
können. Diese Bedingung behandelt er unter zwei Voraussetzungen. a) Die Werte 
(gi sollen gleichzeitig möglichst wahrscheinlich sein.. b) Es soll jeder Wert für sich 
möglichst wahrscheinlich sein, unabhängig vom Wert des andern. — Wesentlich 
interessanter ist der Fall b). Der Verf. gleicht mit beiden Methoden zwei Sterbe- 
tafeln aus. Sazxer (Zürich). 
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Bailey, W. G. and H. W. Haycocks: A synthesis of methods of deriving mea- 
sures of decrement from observed data. J. Inst. Actuaries 73, 179—212 (1947). 

In der Arbeit wird eine umfassende Darstellung der Methoden zur Ableitung 
von Sterblichkeitsziffern aus vorliegendem statistischem Material, wie es die Beobach- 
tung großer Personengesamtheiten (z.B. bei Volkszählungen) liefert, gegeben. 
Sowohl in theoretischer Beziehung als auch hinsichtlich der praktischen Anwendung 
der behandelten Formeln und Rechenvorschriften wird eine wohl erschöpfende 
Entwicklung der Zusammenhänge aufgezeigt. Als besonders wertvoll erscheint es 
dem Ref., daß als Anhang ein recht ausführlicher Auszug aus den Diskussionen bei- 
gegeben ist, die sich an den Vortrag der Verff. über den in der Arbeit behandelten 
Gegenstand im „Institute of Actuaries‘ angeschlossen haben. G. Wünsche. 

Zwinggi, Ernst: Initiation of a formula for approximative valuation of premiums 
for disability benefits. Skand. Aktuarietidskr. 1948, 165—170 (1948). 

Verf. bringt in der vorliegenden Arbeit eine interessante Deutung des Unter- 
schiedes zwischen dem Näherungsausdruck 

| a 
Dee 


i 
y —— 
art art Aarı,nae 


n ; 

URL, 

[ e l,., 
V 


und dem exakten Wert 


n 
-  -Öt aa i 

A J = Vans Varna 
P' 0 
un 


x öt 7a 

- a 
fe AR; 
) 


für die Prämie der Versicherung einer Invalidenrente, zahlbar während einer Dauer 
von längstens n Jahren. — Insbesondere wird das bemerkenswerte Resultat ge- 
funden: Die absolute Differenz zwischen dem genauen Wert Ben und seiner 
Approximation durch P, ; ist gleich der Prämie für die Versicherung einer Kapital- 
summe, zahlbar im Invaliditätsfalle; diese Summe ist gleich dem Deckungskapital 
der Invalidenpension vom Betrage 1, wobei an die Stelle der einfachen Ausscheide- 
ordnung der Lebenden wieder die Aktiventafel gesetzt ist. — Die Herleitung der 
Zusammenhänge gründet sich wesentlich auf die bekannte Theorie von Cantelli. 
Mit dem schon von M. Jacob in den Schriften des 10. internationalen Aktuar- 
kongresses (1934) publizierten Ergebnis wird die Verbindung hergestellt. Bei den 
Entwicklungen des Verf. ist eine übereinstimmende Sterblichkeit der Invaliden und 
Aktiven angenommen. @. Wünsche (München). 
Sa da Costa, A. M.: Einige Betrachtungen über die Theorie der Kapitalisation. 
Rev. Economia, Lisboa 1, 155—157 (1948) [Portugiesisch ]. 
Zinseszinsformel für nicht ganzzahlige Werte der Zeit. 
Lorey (Frankfurt a. M.). 


Geometrie, 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Sperner, Emanuel: Beziehungen zwischen geometrischer und algebraischer An- 
ordnung. Arch. Math., Oberwolfach 1, 148—153 (1948). 

Verf. berichtet hier über eine Fortsetzung seiner Theorie der Ordnungsfunk- 
tionen [dies. Zbl. 30, 60]. Gegeben sei der n-dimensionale projektive Raum P, 
(n >1) über einem Körper (auch Schiefkörper) $t. Unter einer Ordnungsfunktion 
des P, wird eine Funktion — geschrieben h(x) — verstanden, die jedem Paar 


| r Hyperebene h, Punkt x einen der Werte +1,0, — 1 zuordnet, und zwar den Wert 0 
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dann und nur dann, wenn h mit « inzidiert. Ferner handelt es sich in diesem Bericht 
stets um Ordnungsfunktionen, die der „Hyperebenenrelation‘, der Verallgemeinerung 
der a.a. O. genannten Geradenrelation genügen. Untersucht werden nun die Be- 
ziehungen zwischen den Ordnungsfunktionen des P, und den „Halbordnungen des 
Koordinatenkörpers, d.h. denjenigen Einteilungen der von Null verschiedenen 
Elemente von lin zwei Klassen >0 und <0, für die das Monotoniegesetz der 
Multiplikation gilt. — Bei gegebener Halbordnung von $t kann man eine Ordnungs- 
funktion des P, nach folgender Vorschrift gewinnen: Man wähle für jedes A und « 
unter seinen homogenen Kooıdinatenvektoren bestimmte, U,,t« aus und setze 
h(&)=-+1,0,—1, je nachdem u,ta > 0, = 0, < 0 ist. Ändert man die Wahl der 
U,, fa, so ergibt sich i. a. eine andere Ordnungsfunktion. Umgekehrt kann man aus 
einer gegebenen Ordnungsfunktion des P, eine Halbordnung von ft folgendermaßen 
gewinnen: Sind h, k zwei Hyperebenen und «, ß nicht aufihnen gelegene Punkte, sind 
u, b,r,v Koordinatenvektoren, die diese Elemente repräsentieren, so nenne man das 
Doppelverhältnis D(h, kl, ß) = (ur)!(uy) (voy)(vr) > 0 oder <0, je nachdem 
h(o)h(ß)k(o)k(d)= +1 oder =—1 ist. Diese Erzeugung ist nach einem 
Satz über die Transformation des Doppelverhältnisses eindeutig. Um den Zu- 
sammenhang zwischen den Ördnungsfunktionen und den Halbordnungen über- 
sichtlich zu machen, verknüpft Verf. die Ordnungsfunktionen des P, zu einer 
Akbelschen Gruppe. Ist 9 die Untergruppe derjenigen Ordnungsfunktionen, aus 
denen nach der zweiten Erzeugungsvorschrift die ‚triviale Halbordnung“ von & 
(alle von Null verschiedenen Elemente > 0) hervorgeht, so entsprechen sich die 
Restklassen nach 9 und die Halbordnungen von $t bei den genannten Vorschriften 
eineindeutig; nur die Klasse 9 bildet eine Ausnahme. — Für eine Trennbeziehung, 
die durch eine Ordnungsfunktion induziert wird, gelten i. a. noch nicht alle linearen 
Eigenschaften der natürlichen Anordnung. So brauchen sich harmonische Qua- 
drupel nicht zu trennen. Jedoch gilt, daß sie sich entweder stets oder niemals 
trennen. Es gibt also zwei Klassen von Ordnungsfunktionen, die „harmonischen“ 
und die „anharmonischen“. Ferner braucht, wenn %,,%,%3,%4 beliebige ver- 
schiedene kollineare Punkte des P, sind, von den drei Beziehungen 


ei %,&g trennt %3,0%4 &,,0z trennt &,&% &,,%, trennt &,,&s 


nicht stets genau eine zu gelten. Diese Eigenschaft besteht vielmehr nur, wenn die 
zugehörige Halbordnung auch dem Monotoniegesetz der Addition genügt und der 
Körper $t anordenbar ist. Daß von den Beziehungen (*) stets genau zwei bzw. 
stets alle drei gelten, ist nur je bei einer speziellen Halbordnung der Primköiper 
der Charakteristik ö bzw. 3 möglich. Bachmann (Kiel). 

Sperner, Emanuel: Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie. Math. Ann., 
Berlin 121, 107—130 (1949), 

Über diese Arbeit hat Verf. bereits früher berichtet (dies. Zbl. 30, 60). Der 
letzte Paragraph, in dem die linearen Anordnungseigenschaften behandelt werden, 
ist gegenüber der ursprünglichen Fassung geändert. Es wird hier u.a. gezeigt: 
Obgleich bei einem Trennbegriff, der aus einer gegebenen Ordnungsfunktion ent- 
springt, die Zahl der gültigen Beziehungen (*) (s. vorstehendes Referat) i. a. nicht 
für alle Quadrupel kollinearer Punkte dieselbe ist, so gilt doch, daß diese Anzahl 
bei einer harmonischen Ordnungsfunktion nur 1 oder 3 und bei einer anharmo- 
nischen Ordnungsfunktion nur 0 oder 2 sein kann. Bachmann (Kiel). 

Cassina, U.: Nuova teoria della eongruenca geometrica. Periodico Mat., IV.s. 
25, 196—213 (1947). 

Es wird eine einfache Herleitung der Grundtatsachen der Kongıuenzlehre aus 
Kongruenzaxiomen gegeben, die nur die Streckenkongruenz — genauer die Kon- 
gruenz geoidneter Punktepaare — und nicht die Winkelkongruenz als Grund- 
begriff enthalten. Vorausgeschickt seien etwa die Hilbertschen Verknüpfungs- und 


Au 


Anordnungsaxiome; die von O ausgehende, A enthaltende Halbgerade sei mit 
(0)A bezeichnet und, falls ABC, 4A’B’O' Dreiecke mit AB=4'B', AC 
—ABEEBCZB!C: ad, sei And EN AB OFEN AU BUCH geschrieben. Die 
hier angenommenen Axiome sind dann: 1. Aus AB=4'B und AB= 4" B" 
folgt AB’=4A"B"'; .AB= BA; 3. Additivität der Strecken; 4. Ist AABO 
= A A'B’C, liegen D, D',E bzw. E' auf (A) B, 4’) B',! (A) CO. bzw. (4')0’ 
und it AD=4'D, AE=A'E, so ist DE=D'E'; 5. (Streckenabtrag- 
barkeit). Zu A, B gibt es auf (4’ \X wenigstens ein B’ it AuBi=t4.B3a 6% 
Ist ABC ein Dreieck, sind A’, X, Y nicht kollinear, liegt B’ auf (A') X ad ist 
AB= 4'B', so gibt es auf der Y enthaltenden Seite der Geraden (4’X) einen 
und nur einen Punkt ©’, so daß AABC=A 4’ BC’. — Es werden zunächst 
Reflexivität, Symmetrie und Transitivität der Streckenkongruenz bewiesen, 
sodann, nachdem die Winkelkongruenz mit Hilfe der Kongruenz von Drei- 
ecken definiert ist, der erste und dritte Kongruenzsatz, die Reflexivität, 
Symmetrie und Transitivität der Winkelkongruenz, die eindeutige Winkelabtrag- 
barkeit und die Eindeutigkeit der Streckenabtragung. — Die hier vorgeschlagenen 
Kongruenzaxiome sind eng verwandt mit denen von Mollerup [Math. Ann., Berlin 
58, 479—496 (1904)]; Axiom 4 ist das auch von Mollerup angenommene Veronese- 
sche Axiom. Man vgl. auch die Fassung der Kongruenzaxiome in der Arbeit von 
Fopder [J. London math. Soc. 22, 268—275 (1947); dies. Zbl. 30, 263], welche 
an ältere, dort zitierte Arbeiten von Moore und Dorroh anschließt. Forder 
postuliert von dem Veroneseschen Axiom nur spezielle Fälle und kein Analogon zu 
den Axiomen 6/7, dagegen für die Streckenabtragung auch die Eindeutigkeit. 
Bachmann (Kiel). 

® Godeaux, Lucien: Les geomeötries cayleyennes et les univers d’Einstein et 
de de Sitter. Liege: Sciences et Lettres 1947. 43 p. 250 fr. 

Cet expose didactique, volontairement elementaire et d’une grande clarte, comprend 
deux parties. La premiere est relative & la construction et & l’etude des geometries cayley- 
ennes elliptigue et hyperbolique a trois dimensions; en particulier quelques pages sont con- 
sacrees au parallelisme de Clifford. La seconde contient des applications de la geometrie 
cayleyenne elliptique & la determination des geode iques minimales ou non des espaces-temps 


cosmologiques d’Einstein et de Sitter. On sait en effet que leurs sections d’espace sont 
des espaces cayleyens elliptiques. Lichnerowiez (Strasbourg). 


Elementargeometrie: 


Innerebner, Georg: Zur Quadratur des Kreises. Schlern, Bozen 1947, 329— 331 
(1947). 

Ein Bozner Handelsmann Eduard Gregori hat dem Verf. eine Näherungs- 
quadratur des Kreises zur Einsicht übergeben, die Verf. ihrer überraschenden 
Einfachheit und guten Annäherung wegen veröffentlicht und mit Beweis versehen 
hat. Man konstruiere das dem Kreis (M,r) umbeschriebene Quadrat ABCD. 
AM schneide den Kreis in E. Man trage auf AD die Strecke AF—= AE ab und 
beschreibe um F mit r den Kreis, der AB in @ schneidet. Schneidet man von AB 


die Strecke AH =1AG ab, soist HB=b=2r—-44G0=2r—Hr Va (Va) 
und 52 = 3,1415969739...r® u rzr? das gesuchte Quadrat. Bälle) Fläche unter- 
‚scheidet sich von der Kreisfläche nur um 0,000004320...r2, was bei der außer- 
ordentlichen Einfachheit der Konstruktion überraschend ist, wenn auch noch 
größere Annäherungen bei allerdings wesentlich umständlicheren Konstruktionen 
bekannt sind. Zacharias (Quedlinburg). 

Narayanamurty, T.: On a system of eireles associated with a symmedian of 
a triangle. Math. Student, Madras 15, 101—102 (1947). 

P sei irgendein Punkt der Symmediane (= Winkelgegengerade der Seiten- 
.halbierenden) durch A. Die Parallele durch P zu AB schneide BC in X und AC 
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in Y. Die Antiparallele zu AC durch P schneide BO in X, und AB in Z. Dann 
liegen die Punkte X X,YZ auf einem Kreis. Schneidet dieser AC,4ABnochin Y,,Z,; 
so ist X,Y, antiparallel zu AB und XZ, parallel zu AC; AZY, AY,Z, sind gleich- 
schenklige Dreiecke mit dem Basiswinkel A, und der Mittelpunkt 7’ des Kreises 
liegt auf a,a, [a, = (SC), BE), a,= (SB,,CF); $ Umkreismittelpunkt; B,,C, 
Mitten der Seiten 40, AB; E,F Höhenfußpunkte auf AC, AB] und teilt 
a,a, im Verhältnis BX:XC. Durchläuft ? die Symmediane, so erhält man ein 
System von Kreisen. Dem Schnittpunkt der Symmediane mit der Seite BO ent- 
spricht ein BC in diesem Schnittpunkt berührender Kreis. a,a, geht durch den 
Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises. Der Feuerbachsche Kreis ist gemeinsames 
Glied der den drei Symmedianen zugeordneten Kreissysteme. Die Kreise jedes der 
Systeme haben doppelte Berührung mit einem Mittelpunktkegelschnitt mit der 
Hauptachse a,ay. Zacharias (Quedlinburg). 

Supnick, Fred: On the dense packing of spheres. Trans. Amer. math. Soc. 65, 
1426 (1949). 

Es sollen n Kugeln 8, mit den Radien r, in einen Zylinder vom Radius r gepackt 
werden. Es sei r, <r, für ©<k und 1,+r,>r,r,>r/4. Eine Packung heißt 
inkompressibel, wenn sich je zwei benachbarte Kugeln berühren und den Zylinder 
an entgegengesetzten Mantellinien berühren. Damit ist das Problem auf das der 
Lagerung von Kreisen in einem Parallelstreifen zurückgeführt. Verf. zeigt, daß 


119 7092...88,8, 918,808. Seen dierdichient® 
158,848, 08,8 a: 2 Denen San 380 1a] Ale lockersie 
inkompressible Packung ist. Ott-Heinrich Keller (Dresden). 


Projektive Geometrie: 


Mesmer, Candida: Sui sistemi semplieemente infiniti di omografie piane che 
eontengono un’om»grafia degenere. Boll. Un. mat. Ital., III.s. 2, 28—34 (1947). 

Sind die Gleichungen einer einfach oder doppelt ausgearteten Homographie 
“2, zwischen zwei Ebenen (x, %, %3) und 7(%,, %, 3) auf eine Normalform 
zurückgeführt, etwa, für eine einfach ausgeartete Homographie, auf die Normalform 
1): @&y1=%, 0Y = %, 0Y3— (0, so sind damit in rm und zn keineswegs zwei 
projektive Bezugssysteme vollständig bestimmt, deren Elemente alle eine geo- 
metrische Bedeutung in bezug auf 2, haben. Die Gleichungen (1) sagen z. B. einfach 
aus, daß der korrespondierende Punkt von 4,(0, 0,1) in x unbestimmt in 7 ist, 
daß die Gerade 3 = 0 in x der Ort der korrespondierenden Punkte aller Punkte 
von x ist und daß die Punkte der Gerade x, = x, sich alle in dem Punkt (1,1,0) 
von x transformieren, während z.B. die Punkte A, (1,0,0) und A, (0, 1,0) in z 
keine geometrische Bedeutung in bezug auf 2, haben. — Betrachtet man aber 2 
nicht als isoliert, sondern als Limes einer (nichtausgearteten) Homographie, die in 
einem einfach unendlichen System &(t) variiert: Q, = lim A(t), so kann man durch 

t 


—0 
direkte geometrische Betrachtungen über 2, und die Homographien, die in At) 
unendlich benachbart zu 2, sind, zwei vollständig definierte projektive Bezugs- 
systeme in x und x definieren. Unter Benutzung solcher Bezugssysteme kann man 
dann die Gleichungen von At) in eine Normalform bringen, wo alle Koeffizienten 
invariant sind und daher eine geometrische Bedeutung besitzen. Von einigen dieser 
Koeffizienten wird auch die geometrische Bedeutung angegeben. Conforto. 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Ancochea, 6.: Über die korrelativen Analoga der Sätze von Euler und Meusnier. 
Rev. Acad. Ci. exact. fisie. natur. Madrid 41, 190—195 (1947) [Spanisch ]. 
Es wird zunächst folgendes Gegenstück zum Satz von Meusnier bewiesen: 
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Es sei t eine Tangente einer Fläche f, die f zweipunktig berührt. Von den Punkten 
p von t umschreibe man f die Kegel k und suche zu jedem solchen k den Drehkegel 
k', der sich k in t anschmiegt. Wenn sich p auf t bewegt, so umhüllen alle diese k’ 
eine Kugel s. Ein zweiter Satz (nach Euler) bezieht sich auf die Änderung von ö 
bei Drehung von t um ihren Berührungspunkt mit f. W. Blaschke (Hamburg). 
Saban, G.: Aleune limitazioni integrali nella teoria metriea delle rigate. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIII. s. 5, 24—30 (1948). 
Nachdem W. Fenchel [Math. Ann., Berlin 101, 238—252 (1929)] eine Ab- 
schätzung für das Integral der Krümmung, $ods, und B. Segre [Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur., VIII. s. 3, 422—426 (1947); dies. Zbl. 
30, 78] für das Integral des Torsionsbetrages, Ölrlas, über eine geschlossene 
Raumkurve gegeben hatten, bestimmt Verf. eine Abschätzung der 4 einfachsten 
Integrale einer geschlossenen Regelfläche. Eine Regelfläche heißt geschlossen, 
wenn die Kehllinie eine geschlossene Raumkurve ist. Die Bogenlänge s der Kehl- 
linie ist Integrationsvariable. Ferner heißt die Regelfläche regulär, wenn ihr 
sphärisches Bild nicht in einen Punkt entartet, noch ein Bogenstück mit einem 
Kreis gemeinsam hat. Sind 92,p; q9,g9 die Invarianten der Regelfäche in der 
Blaschkeschen Bezeichnung, so gilt für eine geschlossene reguläre Regelfläche 


Spds>0,; Bads>0,: Gpds<sL; GKadssl. 


Dabei ist Z die Bogenlänge der Kehllinie: die Größen O,,0, werden als I. bzw. II. 
Orientierung aus dem sphärischen Bild gewonnen und sind stets < 2x. 
W. Haack (Berlin). 

Saban, @.: Aleune limitazioni integrali nella teoria metrica delle congruenze 
rettilinee. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisic. mat. natur., VIII.s. 5, 
134—139 (1948). 

Im ersten Abschnitt entwickelt Verf. die Ableitungsgleichungen einer Regel- 

8 


fläche des Strahlensystems, bezogen auf den dualen Parameter S=s-+e f Öds, 


Ö 
wo ö der Drall der Regelfläche und s die Bogenlänge des sphärischen Bildes ist. 
Verf. nimmt nun an, daß die Parameter u,v des Strahlensystems zwei Scharen 
von Regelflächen darstellen, deren sphärisches Bild ein orthogonales Netz ist derart, 
daß u und » die Bogenlängen der sphärischen Bildkurven sind. Dann läßt 
sich längs der Parameterflächen der oben definierte duale Parameter einführen, 
was eine Vereinfachung der Formeln bedeuten würde. Nach Ansicht des Ref. ist 
jedoch ein solcher Vorgang unmöglich, da das Bogenelement der Kugel nicht auf 
die Form ds? = du? + dv? gebracht werden kann. — Der zweite Teil der Arbeit 
scheint aber dadurch kaum berührt zu-werden. In der dualen Übertragung der Inte- 
gralformel von Gauß-Bonnet kann Verf. auf Grund seiner früheren Untersuchung 
(s. vorsteh. Referat) eine Abschätzung des Linienintegrales angeben, aus der sofort 
eine Abschätzung des Doppelintegrales folgt. W. Haack (Berlin). 

Kuiper, N. H.: On differentiable linesystems of one dual variable. I. Proc. Akad. 
Wet. Amsterdam 51, 11357—1145 (1948). 

In seiner „Geometrie der Dynamen“ [Leipzig 1903, S. 305—309] hat E. Study 
jene ausgezeichneten Linienkongruenzen eingeführt, deren duale Studysche Strahlen- 
koordinaten X, synektische Funktionen eines dualen Parameters s+ et (€? — 0) sind, 


und er hat eine Reihe wichtiger Eigenschaften dieser „synektischen Kongru- 


enzen‘‘ ohne Beweis angegeben. Verf. unterzieht sich der Aufgabe, diese von 
Study angeregten Forschungen streng analytisch durchzuführen, wobei es ihm 
gelingt, die Studyschen Ergebnisse in verschiedener Richtung zu erweitern. Der 
analytische Apparat ist identisch mit der Blaschkeschen Behandlungsweise der 
Theorie der Regelflächen durch duale Einheitsvektoren U = A(t), — 1,1 = reell 
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(Studysches Übertragungsprinzip). Es gibt dann genau eine Erweiterung der 
Funktion W(t) ins Duale, die differenzierbar (,„synektisch“) ist, nämlich 
UTN)=-Al) +EWUN),W=1 T=t+ et, die dann eine „differenzierbare‘ 


Strahlenkongruenz (Study sagt: „synektische“ Kongruenz) bestimmt. 


Jede (nicht zylindrische) Regelfläche (t = 0) bestimmt also eindeutig eine sie ent- 
haltende synektische Kongruenz, die leicht konstruiert werden kann. Nach dem 
Vorgange von W. Blaschke kann mit jedem Strahle der synektischen Kongruenz ein 
begleitendes Tripel orthogonaler Strahlen verbunden werden, wodurch man zu 
Ableitungsgleichungen und nach Einführung eines natürlichen Parameters zu der 
einfachen Klassifikation der synektischen Kongruenzen und eleganten Herleitung 
ihrer wichtigsten Eigenschaften gelangt. Nach nichtarchimedischer Ordnung der 
Parameter T=t-+e und Deutung von T als „Zeit“ kann man die Ausdrucks- 
weise der Kinematik einführen und erhält durch die Bewegungen, mittels deren 
die Kongruenzstrahlen und ihre begleitenden Dreibeine verbindbar sind, zu jedem 
Strahl A(7) der synektischen Kongruenz eine bestimmte Momentanarbeit © (7), 
die ihrerseits ebenfalls eine synektische Kongruenz bilden. Im Sonderfalle der 


Regelflächen (t = 0) liefert die entwickelte Theorie Ergebnisse von L. Biran [Rev. 
Fac. Sci. Univ. Istanbul, A 10, 14 (1945); 11, 41—46 (1946); 12, 208—229 (1947)]. 
K. Strubecker (Karlsruhe). 
Kuiper, N. H.: On differentiable linesystems of one dual variable. II. Proc. 
Akad. Wet. Amsterdam 51, 1244—1250 (1948). 


In Fortsetzung seiner Untersuchungen [vgl. vorsteh. Referat] zeigt Verf., 
daß die Striktionslinien aller Regelflächen einer synektischen Kongruenz bloß 
eine Fläche, nämlich eine Torse, bilden. Er zeigt weiter, daß man jede solche 
Kongruenz durch eine einzige synektische natürliche Gleichung beschreiben kann. 
Nachdem ein neues begleitendes Dreibein des Kongruenzstrahles eingeführt ist, 
wird der Begriff der Berührung höherer Ordnung auf synektische Kongruenzen 
übertragen, analog der Art, die G. Saban [dies. Zbl. 29, 229] bei Regelflächen 
eingeführt hat. Zum Schlusse zeigt Verf., wie man mittels des Studyschen Über- 
tragungsprinzips die Formel von Euler-Savary von der Kugel auf die syn- 
ektischen Kongruenzen des Linienraumes übertragen kann. Kr löst damit ein 
Problem, mit dem sich im Falle der aufeinander schrotenden Regelflächen schon 
M.Disteli [Z. Math. Physik 62, 261—309 (1914)] und neuerdings L. Biran [dies. 
Zbl. 30, 67] befaßt haben. K. Strubecker (Karlsruhe). 


"" Rüseior, Stefania: Sur une eertaine correspondance par plans tangents paral- | 
leles entre deux surfaces cerel&es. Bull. Ecole Polytechn. Jassy 2, 26—34 (1947). | 


Der Mittelpunkt eines Kreises (von i.a. veränderlichem Radius) bewege sich | 


auf einer Raumkurve y, so daß die Ebene des Kreises stets senkrecht zu y ist. Die 
oo! Kreise erzeugen eine Fläche. Zwei solche Flächen $ und S, sollen so aufeinander 
bezogen werden, daß die Tangentialebenen in zugeordneten Punkten parallel sind 
und jedem Kreis der einen Fläche ein Kreis der anderen entspricht. Die analytischen 
Bedingungen für eine solche Korrespondenz werden angegeben. Es zeigt sich u. a., 
daß einander zugeordnete Kreise von S und S, in parallelen Ebenen liegen und ihre 
Radien einer Differentialbeziehung unterliegen. Die Verbindungsgerade zweier zu- 
geordneter Punkte beschreibt einen Kegel, wenn sich die Punkte auf ihren Kreisen 
bewegen. Der geometrische Ort der Kegelspitzen ist eine Raumkurve, die im Falle, 
daß S und S, Kanaiflächen sind, in einer besonderen Beziehung zu den S und S] er- 
zeugenden Raumkurven steht („correspondance Combescure“). — Die Arbeit 


schließt an Abhandlungen anderer Autoren an, die u.a. dieselbe Fragestellung für | 


Regelflächen behandeln [vgl. Creangä, C. r. Acad. Sci. Roumaine 1, 287—290 
(193%). Reufter (Karlsruhe). 
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Haimoviei, Adolf: Sur une certaine deformation des eongruences de courbure 
nulle. Bull. Ecole Polytechn. Jassy 2, 22—25 (1947). 

Verf. untersucht solche Deformationen von Kugelkongruenzen, bei denen die 
Winkel zweier unendlich benachbarter Kugeln erhalten bleiben, wobei der Schnitt- 
kreis zweier einander zugeordneter Kugeln einer festen Kugel des Raumes angehört. 
Es zeigt sich, daß nur Kongruenzen von der „Krümmung“ Null solche Deformationen 
zulassen. Zu einer Kongruenz gibt es oo? in dieser Weise zugeordnete Kongru- 
enzen. Reutter (Karlsruhe). 

Ritter, R.: Imvariante Kennzeiehnung der vierten vollständigen Klasse von 
Biegungsflächen. Arch. Math., Oberwolfach 1, 418—426 (1949). 

Bekanntlich erhält man die Differentialgleichung, der eine beliebige Koordinate 
x eines Flächenpunktes einer Fläche mit gegebenem Bogenelement ds? genügt, 
durch Nullsetzen des Krümmungsmaßes von ds? —dx?. Auf diese Differential- 
gleichung von Bour und Darboux wird hier die Behandlung der vier Flächen- 
klassen zurückgeführt, bei denen man in der Lage ist, zu gegebenem Bogen- 
element alle Biegungsflächen anzugeben. Bedeutet K das Krümmungsmaß und 
o= K7, so lassen sich die vier Klassen so kennzeichnen: (I) K= 0, und die 
‚@nderen durch kanonische Bogenelemente: 


od? 


MT de-Fıod (IT ar! rear, 


20 — 
6? dg? 2 = 
(IV) d2= ee d»= V3 (63 + 06). 


Alle 4 Klassen werden bei beliebigen Flächenparametern «, v auch durch invariant 
geschriebene Differentialgleichungen gekennzeichnet. W. Blaschke (Hamburg). 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Strubecker, K.: Differentialgeometrie des isotropen Raumes. V.: Zur Theorie 
der Eilinien. Math. Z. 51, 525—573 (1949). 

Im isotropen Raum mit der (singulären) Maßbestimmung ds? = dx? + dy? + 0 -dz? ver- 
mitteln die Formeln 


1 ale Aa 
= =D yv,=y+P 
und ihre Umkehrungen die sogenannte parataktische Abbildung der Flächenelemente 
E(x, vy,z,p,g) des isotropen Raumes auf die Punktepaare P,(x,, yı) und E,(x,,%,) der Bild- 
ebene zn (z=(0). E, heißt das linke, E, das rechte parataktische Bild des Flächenelementes #. 
Der Grundriß des Flächenelementes ist durch den Mittelpunkt von E, und E, gegeben. Die 
Gruppe @, der Grenzbewegungen des isotropen Raumes bildet sich auf diese Weise auf die @, der 
simultanen Translationen des linken und, des rechten Bildfeldes in z ab. Die @, der allgemeinen 
isotropen Bewegungen äußert sich in x als Paar simultaner gleichwinkliger Drehungen. Diese 
Drebungen sind also voneinander abhängig. Unabhängige derartige simultane Drehungen sind 
das Bild einer isotropen Lieschen Geraden-Kugeltransformation. — Die parataktische Abbildung 
liefert somit ein Übertragungsprinzip, welches gestattet, die metrischen Invarianten des (metrisch 
dualen!) isotropen Raumes durch die elementaren Invarianten der beiden B.ldfelder auszu- 
drücken. — Verf. benutzt de Theorie der parataktischen Abbildungen, um aus räumlichen 
Vierscheitelsätzen über Kurvenstreifen neue Beweise der Vierscheitelsätze der Ebene zu ge- 
winnen, die sich auf die Krümnungsverhältnisse von Paaren von Eilinien beziehen. Jeder 
Eilinie ce läß? sich überdies ein&sFliche ® mit der festen isotropen Ralativkrümmung K=rt—s? 
— —] zuordnen, diec als Rückkehrkante hat. Dann läßt ich z. B. der Satz von Joachims- 
thal über die ebenen Krümmungslinien einer Fläche ® in den Satz von E. Salskowski über 
Eilinien [,‚Kann man in einer Eilinie (ohne Mittelpunkt) eine Sehne so herumführen, daß zwei 
. der folgenden Eigenschaften erfüllt sind: 1. Die Sehne hat feste Länge. 2. Sie schneidet feste 
Bogenstücke ab. 3. Sie schneidet feste Flächenstücke ab, so gilt auch die dritte Eigenschaft‘“] 
transformieren. — Den angedeuteten Anwendungen des parataktischen Übertragungsprinzips 
schickt Verf. eine ausführliche Entwicklung der Theorie der parataktischen Abbildung von 
Kurvenstreifen, der isotropen D fferentialgeometrie der Kurvenstreifen, sowie der Differential- 
geometrie der parataktischen Streifenbilder voraus. — Bei einmaliger stetiger Differenzierbarkeit 
können ırgend zwei aufeinander bezogene Kurven stets als parataktische Bilder eines Kurven- 
streifens des isotropen Baumes autgefaßt werden. Von Interesse ist der Fall, daß die beiden 
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parataktischen Bildkurven x, und r, des Streifens geschlossen und periodisch aufeinander 
bezogen sind. Es gilt: der Streifen ist dann und nur dann geschlossen, wenn seine beiden (ge- 
schlossenen und periodisch aufeinander bezogenen) Bildkurven flächengleich sind. Bemerkenswert 
sind ferner die folgenden Abbildungen: Schmiegstreifen im isotropen Raum —> zwei parallel- 
bezogene Bildkurven in der parataktischen Bildebene; Krümmungsstreifen im isotropen Raum 
— zwei isometrische Bildkurven in der parataktischen Bildebene. — Den Vierscheitelsatz der 
relativen Differentialgeometrie (etwa mit r, als Eichkurve) beweist Verf. in der folgenden isotrop- 
räumlichen Fassung: ist 1(s) eine Raumkurve der beschränkten, einmal stetig differenzierbaren 
isotropen Torsion —1<r< +1, die sich periodisch über dem eitörmigen, positiv gekrümmten 
(©o>x>0) und von jedem Periodengang einmal und einsinnig durchlaufenen Grundriß £(s) 
erhebt, so existieren in jedem Periodengange der Raumkurve mindestens vier Stellen mit extremer 
(stationärer) isotroper Torsion t. — Als Verallgemeinerung ergibt sich: Sind die positiv und 
stetig gekrümmten flächengleichen Eilinien %,, t, richtungstreu, d.h. durch gleichsinnig paral- 
lele Tangenten aufeinander bezogen, so gibt es mindestens vier Paare entsprechender Punkte, 
in denen sie gleiche Krümmungen (x; = x,) aufweisen — bzw. die äquivalente Fassung 3 jede 
geschlossene Raumkurve x üler ensinnig (einmal) durchlaufenem eiförmigem Grundriß £, 
deren stetige isotrope Torsion r durch die Ungleichung —1<r<+1 beschränkt ist, 
besitzt mindestens vier stationäre Schmiegebenen. In dieser letzten Fassung ergibt 
sich dieser Sachverhalt als unmittelbare Fassung eines Satzes von H. Mohrmann: 
jede auf einer Eifläche gelegene, stetig gewundene gesch'ossene Kurve ohne singuläre Punkte 
besitzt mindestens vier stationäre Schmiegebenen. — Nach W. Blaschke gibt es auf zwei 
umfangsgleichen, stetig gekrümmten Eilinien t,, £,, die gleichsinnig und längentreu aufeinander 
hezogen sind, mindestens vier Paare entsprechender Punkte mit gleichen Krümmungen. Auch 
diesen Satz formuliert Verf. im isotropen Raum und beweist ihn sogar unter der Voraussetzung, 
daß die zugehörigen isometrischen Linien t, und r, zwar geschlossen, aber nicht mehr konvex. 
sind. — Unter einer Pfaffschen Mannigfaltigkeit versteht Verf. die Gesamtheit aller Flächen- 
elemente #(z, y,z,r,9), deren Argumente p,g in bestimmter Weise als Funktionen p(x, %), 
q(2, y) gegeben sind. Ihre parataktischen Bilder 


Br tray) real, y) 
In=y-r@y, "WM=y+trR,Yy) 
führen dann und nur dann auf eine flächentreue Verwandtschaft 2, — E,, wenn die Pfaffsche 
Mannigfaltigkeit integrabel ist, d.h. aus den Berührungselementen einer Fläche der Form 
* = z(2,y) + c besteht. Die parataktischen Bilder #, und Z,der Berührungselemente Z dieser 
Flächen 2* bestehen dann und nur dann aus Kurven c,, c,, wenn die Funktionaldeterminante 
(x, yı)lalz, %) = &(&,, yr)/O(z, y) = 1 + rt— s? verschwindet, d.h., wenn die feste isotrope 
Relativkrümmung K der Fläche © den Wert —1 hat. Indem man sich jetzt eine Eilinie ce in der 
Bildebene x von zwei Kurven c,=c,= c überdeckt denkt, die als parataktische Bilder einer 
Fläche ® mit A = — 1 aufgefaßt werden können, gelangt man zu einer Zuordnung von c zu ®, 
deren wichtigste Eigenschaften die folgenden sind: (1) Sehnen, welche auf e Segmente iester 
Flächen abschneiden, entsprechen auf ®D geschlossene Schichtenstreifen; (2) Sehnen, welche 
auf e gleiche Bogen abschneiden, entsprechen auf ® geschlossene, isotrope Krümmungsstreifen ; 
(3) Sehnen von ce mit festen Längen entsprechen auf ® geschlossene Böschungsstreifen: (4) Seh- 
nen von c, deren Endpunkte parallele Tangenten aufweisen, entsprechen auf ® geschlossene 
Asymptotenstreifen; (5) Sehnen von c, welche ihren Mittenort orthogonal durchsetzen, ent- 
sprechen auf ® offene Fallstreifen. — Ein zweites, für die vorliegende Untersuchung bedeutungs- 
volles Übertragungsprinzip ergibt sich aus der sogenannten Elementenschwenkung 
E (x, y,2 4c,9,9)— E(&,%,2 +C,P9,9) des isotropen Raumes, deren Zuordnung durch 
die Formeln 
z=x,y=y, 2 =beliebig; 9=—g, { =» 

gestiftet wird. Die Elementenschwenkung ist keine Berührungstransformation, da sie im all- 
gemeinen holonome Flächen in anholonome Flächen verwandelt. Hier gilt der bemerkenswerte 
Satz: die Elementenschwenkung E — E führt im allgemeinen den Lieschen Elementverein einer 
Fläche und ihrer isotropen Parallelflächen über in eine nichtintegrable Pfaffsche Mannigfaltigkeit. 
Lediglich aus einer Parallelschar isotroper Minimalflächen entsteht durch Elementenschwenkung 
immer wieder eine neue Parallelschar von Flächen, nämlich die Parallelschar der dazu konjugierten 
isotropen Minimalflächen. Von großer Bedeutung ist auch: durch Elementenschwenkur. g ent- 
spricht einem Schmiegstreifen ein isotroper Krümmungsstreifen und um gekehrt. — Das para- 
taktische Bild der räumlichen Elementenschwenkung ist die Studysche Schwenkung der 
Punktepaare (E EB E,), die um ihren Mittelpunkt Z um einen positiven rechten Winkel in die 
neue Lage (E,, E,) geschwenkt werden. Von besonderem Interesse wird der Fall, daß die Punkt- 
verwandtschaft E,— E, parataktisches Abbild der Pfaffschen Mannigfaltigkeit p(x, Y), q(z, y) 
ist. Hier ergeben sich außer K zwei weitere isotrope Invarianten der Pfaffschen Mannicfaltig- 
keit, #7 ihre mittlere isotrope Krümmung und D, deren Verschwinden die integrablen Pfaffschen 
Mannigfaltigkeiten kennzeichnet. Für die durch den Schwenkungsprozeß entstehenden In- 
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varianten K,H, D gilt D= H,H= D, K— K. Auch diese zum Studyschen Schwenkungs- 
prozeß führende parataktische Abbildung gestattet zahlreiche Folgerungen und Anwendungen, 
insbesondere auf die Geometrie der Kurven fester Breite (Gleichdicke). Den isotropen Krüm- 
mungsstreifen werden auf diese Weise die ebenen Zindlerkurven zugeordnet, unter welchen sich 
als weitere Spezialfälle wiederum gewisse Eilinien finden. Schließlich lassen sich auch zwei 
Kennzeichnungen des Kreises auf diesen räumlichen Wegen gewinnen. M. Pinl (Köln). 


Grove, V. @.: On the Darboux tangents. Bull. Amer. math. Soc. 53, 1186—1191 
(1947). 

Die homogenen Koordinaten x einer auf Asymptotenparameter bezogenen 
Fläche S seien so normalisiert, daß sie den Differentialgleichungen genügen: 


Ey Il FB HD Yu, Hd, gg d = log R. 


Das begleitende Tetraeder ist das der Punkte O,(x), O,(&,), O3(&,); Oz(&,,). Die 
Ebene x durch O,, 0, und einen beliebigen Punkt O, von 0,0, schneidet S in einer 
Kurve Cz, deren ‚„charakteristischer Punkt 7, bezüglich 0,0:0,“ folgendermaßen 
bestimmt sei: Die Strahleninvolution der Ebene 0,00, in O, mit den Doppelstrahlen 
0,0,, 0,02 möge die Strahlen s, = 0, P,, s; = 0,P, einander zuordnen, die C; 
in P} bzw. P, schneiden. T, ist dann die Grenzlage des Schnittpunktes von 0,0z 
mit P|P,. Der geometrische Ort aller T, in O, ist die „charakteristische Kurve“ 
vön Sin O, bezüglich 0,0,, 0,03; sie ist eine rationale kubische Kurve, deren 
Wendepunkte auf den Darboux-Tangenten liegen. Hiermit sind diese in neuer Weise 
projektiv definiert. — Die charakteristischen Punkte des Schnittgebildes von S mit 
der Tangentialebene in O, bezüglich 0,0,0, führen zu einer Konstruktion der zweiten 
Greenschen Normale. Die Figur steht außerdem in einfacher Beziehung zur Kor- 
respondenz von Moutard und zur Projektivnormalen. Süss (Freiburg i. B.). 

Greer, E. and P. ©. Bell: A study of analytie surfaces by means of a projeetive 
theory of enveloppes. Trans. Amer. math. Soc. 64, 253—267 (1948). 

Le quadriche contenenti la calotta del 2° ordine in un punto x di una superficie 
S dipendono linearmente da tre parametri: assegnando questi in funzione delle 
coordinate curvilinee (vw, v) su S si determina per ogni punto x di S una, Q,, di dette 
quadriche. Se si considera su S una curva (, uscente da x e su di essa un punto X 
infinitamente vieino ad x, le quadriche Q, e Qx si segano secondo una curva detta 
curva caratteristica di Q, rispetto alla direzione 4 della tangente «X: il cono che 
proietta detta curva da x & chiamato dall’A. cono caratteristico di Q, in x 
(relativamente alla direzione 4). Valendosi di relazioni fra il cono caratteristico, il 
piano tangente in zad S ed altri piani determinati da C;, ’A. riesce a caratterizzare 
geometricamente in modo unitario sia l’appartenenza di Q, a notevoli famiglie di 
quadriche (Darboux, Lie, Moutard, Davis, Bompiani) sia l’appartenenza di 

', a particolari famiglie di curve (ipergeodetiche, pangeodetiche). P. Buzano. 

Mareus, F.: On the converse of Bianchi’s permutability theorem. Ann. Math., 
Princeton, II. s. 49, 710—713 (1948). 

L’A. prova che se ool superficie M’ sono falde focali comuni ciascuna a una 
coppia di congruenze (M’M,), (M’M,) aventi come ulteriori falde focali sempre 
M, e M,, allora tutte quelle congruenze sono W. La dimostrazione si effettua 
. ricorrendo al tetraedro mobile di ceui due vertici deserivono M, e M, mentre gli 
altri due descrivono due arbitrarie M,, M, delle oo! superficie M’.  P. Buzano. 

Bompiani, E.: Sulle Jacobiane di una corrispondenza puntuale fra piani. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fisic. mat. natur., VIII.s. 2, 22—26 (1947). 

Verf. untersucht eine Punkttransformation zwischen zwei Ebenen z und n’ 
in der Umgebung eines Paares von korrespondierenden Punkten 0,0’, unter der 
Voraussetzung, daß die Jacobische Kurve der Transformation durch O gehe. Dann 
ist die Transformation zwischen den Umgebungen erster Ordnung von 0,0’ eine 
j ausgeartete Projektivität, in welcher den Geraden durch O’ eine ‚stationäre‘ Gerade 
durch O entspricht [E. Bompiani, Accad. Ital. Mem. Cl. Sci. fisie. mat. natur. 14, 
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11—21 (1943)]. Verf. setzt nun voraus, daß die stationäre Gerade mit der Tangente 
an die Jacobische Kurve in O zusammenfalle. Unter diesen Bedingungen wird eine 
kanonische Form für die Gleichungen der Transformation angegeben, wobei die 
Elemente der zwei projektiven Bezugssysteme in x und x’ nur zum Teil geometrisch 
charakterisiert werden. Conforto (Rom). 


Villa, Mario: Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari in una coppia 
a Jaeobiano nullo. Boll. Un. mat. Ital., III. s. 2, 99—103 (1947). 


Verf. untersucht die Punkttransformationen zwischen zwei metrischen Räumen 
S, und 8} in der Umgebung eines Paares von korrespondierenden Punkten O, 0’, 
unter der Voraussetzung, daß die Jacobische Fläche der Transformation durch O 
gehe. Folgende geometrische Elemente werden eingeführt: 1. eine „stationäre 
Ebene‘ x, d.h. die Ebene durch O0’, die, in der Umgebung erster Ordnung, den 
Ebenen durch © entspricht; 2. eine „stationäre Gerade‘ gdurch O: die Ebenen durch g 
entsprechen den Ebenen durch O’, mit Ausnahme von «; 3.eine Projektivität zwischen 
den Geraden durch O’ inx und den Ebenen durch g; 4. eine ‚‚kuspidale Richtung‘, d.h. 
die Tangente an das kuspidale Element zweiter Ordnung, das dem Inflexionselemente 
zweiter Ordnung durch O auf g entspricht; 5. eine ‚„Jacobische Ebene“, d.h. die 
Tangentialebene der Jacobischen Fläche in O: 6. ein „prinzipaler Kegel“, d.h. 
der Tangentialkegel in O an die Fläche, die der Ebene & entspricht. Mit diesen 
Elementen bestimmt Verf. in 8, und 8/ zwei metrische Bezugssysteme, deren Ele- 
mente alle eine geometrische Bedeutung in bezug auf die Transformation haben. 
Zuletzt werden die Kalotten zweiter Ordnung durch O und O’ in Betracht gezogen 
und die Art, wie die Transformation die Mannigfaltigkeit dieser Kalotten durch O 
in die analoge Mannigfaltigkeit der Kalotten durch ©’ transformiert, eingehend 
studiert. OConforto (Rom). 


Keller, Ott-Heinrich: Zur Theorie der ebenen Berührungstransformationen. 
I: Fundamentalkurven ebener Berührungstransformationen. Math. Ann., Berlin 
120, 650—675 (1949). 

Verf. betrachtet ebene Berührungstransformationen, die er in der Form 
1) &=X(z,y,2, Y=TY(e,y,2), Z=Z(x,y,2) mit der‘ entsprechenden 
Umkehrung schreibt, wobei (x, y,z) bzw. (X, Y,Z) die kartesischen Punktkoordi- 
naten und Richtungsfaktoren des Linienelements in den aufeinander bezogenen 
Ebenen bedeuten. Ziel der Arbeit ist nun eine genaue Untersuchung des Verhaltens 
einer solchen Transformation in der Umgebung einer solchen Stelle, wo sie sich 
zwar noch wie eine birationale Berührungstransformation verhält, aber die Ein- 
eindeutigkeit gestört ist. Weiterhin soll bei dieser Untersuchung eine Singularität 
der Abbildung nicht isoliert, sondern in allgemeiner Lage auf einer von singulären 
Linien umhüllten Kurve auftreten. Im birationalen Fall läßt sich (1) als Cremona- 
transformation zwischen dem (x, y, z)- und dem (X, Y, Z)-Raum auffassen, wobei 
sich der bekannte Unterschied zwischen Fundamentalkurven 1. und 2. Art ergibt. 
Von dieser Deutung wird jedoch kein Gebrauch gemacht, da man auch in der Ebene 
der Linienelemente die entsprechenden Fundamentalkurven sinngemäß erklären 
kann. Eine solche F-Kurve 1. Art wird dann zuvor durch eine reine Punkttrans- 
formation in eine Gerade g transformiert, und der allgemeine Punkt von g weiter 
behandelt. Nennt man ®(x,y; X, Y)= 0 die nach Elimination von z aus den 
beiden ersten Gleichungen (1) entstehende Beziehung, so wird gezeigt, daß die 
allgemeine ®-Kurve der (x, y)-Ebene (bei konstanten X, Y) durch g im allgemeinen 
in einem regulären Punkt berührt wird. Weiterhin wird dann mit Hilfe von Reihen- 
entwicklungen und funktionentheoretischen Betrachtungen ausführlich untersucht, 
was aus einem Kurvenelement wird, das g in einer bestimmten Ordnung berührt. 
Alle allgemeinen Entwicklungen werden an zwei einfachen Beispielen birationaler 
Berührungstransformationen erläutert. Burau (Hamburg). 
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Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Kosambi, D. D.: The differential invariants of a two-index tensor. Bull. Amer. 
math. Soc. 55, 90—94 (1949). 

Der Riemannschen Geometrie liegt das Linienelement ds? = Ig,,dx'da* mit 
symmetrischem Fundamentaltensor g,,;= 9;, zugrunde. Geht man von einem 
unsymmetrischen Tensor g,, aus, so läßt sich dieser vermöge g,, = guim + tik] 
in einen symmetrischen Anteil gu) = %(9,, + 9,,) und einen antisymmetrischen 
Anteil grr) = 3(9;: — 9x,) zerlegen. Verf. untersucht kurz die zu einem solchen 
allgemeinen Maßtensor gehörigen fundamentalen Differentialinvarianten. 

Hardtwig (München). 

Petrov, P. I.: Differentialinvarianten Riemannscher Räume. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, II.s. 58, 1273—1274 (1947) [Russisch]. 

Verf. gibt eine aus achtzehn skalaren Invarianten bestehende Basis für die 
metrischen Differentialinvarianten dritter Ordnung eines dreidimensionalen Rie- 
mannschen Raumes an. Ist L,; ein symmetrischer Tensor, dessen kovariante Ab- 
leitung mit La5|o bezeichnet werde und wird Lfxjc} = 0 vorausgesetzt, so kommt 
dje Ermittlung der Basis auf die Bestimmung der orthogonalen Invarianten von La3 
ünd denjenigen beiden Tensoren Cys,, T«5 heraus, die orthogonale lineare Ko- 
mitanten von L,;j, sind. Verf. kann durch das Verschwinden einer gewissen dieser 
Invarianten die konform-euklidischen Räume charakterisieren. O. Varga. 


Rham, Georges de: Sur la theorie des formes differentielles harmoniques. Ann. 
Univ. Grenoble, II. s. 22, 135—152 (1947). 

Ist x eine alternierende Differentialform p-ten Grades in einer n-dimensionalen 
orientierten geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit V und ist *a die ad- 
jungierte Differentialform des Grades n — p, setzt man da = (— 1rP+P+ixdxa, 
A = öd + dö, so heißen harmonisch die Formen x mit Ax = 0. Für überall hin- 
reichend differenzierbare Formen stimmt diese Erklärung überein mit der ursprüng- 
lich von Hodge gegebenen dx = d*x = 0. (Gegenüber der früheren Arbeit von 
Bidal und de Rham [Comment. math. Helvetici 19, 1—49 (1947)] sind die Be- 
deutungen von 6 und weiteren vorkommenden Größen um zweckmäßige Zahl- 


faktoren geändert.) /ichtig ist das Skalarprodukt (&,ß) = f & *ß zweier 
v 


Formen gleichen Grades; es macht die Gesamtheit der in V stetigen Formen eines 
festen Grades zu einem linearen Raum mit quadratischer Metrik. In ihm sind voll- 
ständig orthogonal zueinander die drei Teilräume 1. der harmonischen Formen, 
2. der nullhomologen Formen (d.h. von der Gestalt x = dß) und 3. der nullkohomo- 
logen Formen (d.h. x=öß). Daß diese drei Teilräume den ganzen Raum auf- 
spannen, besagt der Zerlegungssatz. Dieser folgt aus dem Satz: „Es gibt nur endlich 
viele linear unabhängige harmonische Formen; die Gleichung Au = ß ist genau 
dann lösbar, wenn ß zu allen harmonischen Formen orthogonal ist“. Hierfür wird 
ein Beweis gegeben, der dieselbe Parametrix benutzt wie die früheren Beweise, aber 
auch dem von Bidal und de Rham gegebenen an Einfachheit überlegen ist. Er 
schließt sich der Methode von E. E. Levi [Mem. Mat. Sci. fis. natur. Soc. Ital. Sci., 
III. s. 16, 3—313 (1909)] an. — Weiter wird die Greensche Form zum Differential- 
operator A gebildet. Sie ist eine doppelte alternierende Differentialform g(x, Y) 
in zwei Punkten x und %, in diesen symmetrisch, hat die Singularität mit der 
Parametrix gemeinsam und erfüllt die Gleichung A,g(z,y) = —h(x, Y) 
— — Yh,(xz)h,(y), worin h, ein vollständiges Orthonormalsystem harmonischer 
Formen durchläuft. Ihre weiteren, vielfach den Eigenschaften der Greenschen 
Funktion (p = 0) analogen Eigenschaften werden abgeleitet. Sie liefert einen In- 
tegralausdruck für die Schnittzahl eines p-dimensionalen Integrationsfeldes c mit 
einem (n — p)-dimensionalen Feld y, wenn nur keines von ihnen den Rand des 
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anderen trifft. Der Ausdruck ist 
| Süses.n+/ [0629 ı | |h&a, 9: 
y Le c Ly CE, 


darin bedeutet L den Rand, der Anhänger x oder y am 6 besagt, an welcher Stelle 
zu differenzieren ist, und der Stern, daß an der Stelle & zur adjungierten Form 
überzugehen ist. Von diesem Ausdruck werden diejenigen Eigenschaften nach- 
gewiesen, die die Schnittzahl eindeutig kennzeichnen. Im Falle geschlossener 
Integrationsfelder (Le = Ly = 0) bleibt nur das dritte Glied stehen. Hieraus ergibt 
sich, daß die Anzahl der linear unabhängigen harmonischen Formen gleich der 
p-ten Bettischen Zahl von V ist, und damit, daß es zu vorgeschriebenen Perioden 
immer genau eine harmonische Form gibt. Dabei wird der Existenzsatz von de 
Rham (der dasselbe ohne die Behauptung „harmonisch“ besagt) nicht benutzt; 
er ist also hier auf seine neue Art bewiesen. — Zum Schluß wird das Eigenwert- 
problem Au = Au behandelt. Es ergibt sich ein vollständiges Orthogonalsystem 
von Eigenformen; die von 0 verschiedenen Eigenwerte sind positiv und haben 
keinen endlichen Häufungswert; zu jedem gehören nur endlich viele Eigenformen; 
diese kann man so wählen, daß sie entweder nullhomolog oder nullkohomolog sind. 
Jede (2 + 2[n/4])-mal stetig differenzierbare Form läßt sich in eine gleichmäßig 
konvergierende Fouriersche Reihe nach den Eigenformen entwickeln. — Ist V eine 
analytische Riemannsche Mannigfaltigkeit, so sind die Eigenfunktionen (p = 0) 
analytisch, und eine genügend große endliche Anzahl unter ihnen liefert eine ana- 
Iytische Einbettung von V in den Zahlenraum genügend hoher Dimension. 
H.Kneser (Tübingen). 

Walker, A. 6.: On Liehnerowiezs eonjeeture for harmonie 4-spaces. J. London 
math. Soc. 24, 21—28 (1949). 

On sait qu’un espace riemannien H, est dit harmonique si en tout point l’equa- 
tion de Laplace associee admet une solution el&mentaire fonction de la distance g&o- 
desique. La determination de tous les 7, n’a pas encore &t& trait&e m@me dans le 
cas n—=4. On sait que tout H, de type hyperbolique normal est & courbure 
constante (Lichnerowiez et Walker, C.r. Acad. Sci., Paris 218, 394—396 (1944) ], 
et Ruse et Walker ont montr& qu’il existe des H, symetriques dont la courbure 
n'est pas constante et des 7, ‚„recurrents“ qui ne sont pas syme6triques. Dans ce 
dernier cas la metrique est toujours de signature zero. Le rapporteur avait &mis 
la conjeeture que tout HA, de mötrique definie &tait necessairement symetrique 
[Bull. Soc. Math. France 72, 1—23 (1944)]. Une demonstration rigoureuse et &l6- 
gante de l’exactitude de cette conjecture constitue le resultat principal de ce papier. 
Il en r&sulte que tous les 7, sont connus sauf ceux de signature zero. Ce travail 
contient aussi une etude de la dependance algebrique des &quations de „recurrence‘““ 
et des premieres equations d’harmonicite. Lichnerowiez (Strasbourg). 

Kosambi, D. D.: Systems of partial differential equations of the second order. 
Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 19, 204—219 (1948). 

Das System partieller Differentialgleichungen 

Gans 


(1) a Basti, a, er year een ex: öt*) 
cl di 


wird in Beziehung gesetzt zu einer Übertragung mit den Parametern yayzuundıuls 
und es wird eine Basis für das vollständige System von Differentialinvarianten auf- 
gestellt, bestehend aus sieben Affinoren und zwei Invarianten der Übertragung. 
Der Spezialfall m = 1 [schon ausführlich behandelt in einer früheren Arbeit, 
Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 6, 1—12 (1935); dies. Zbl. 1l, 82] umfaßt die 
Riemannschen, Finslerschen und affinen Übertragungen und steht in naher Beziehung 
zu den projektiven Übertragungen. Es wird bewiesen, daß im allgemeinen Fall 
die Koordinaten dann und nur dann so gewählt werden können, daß yi,—=0 ist 
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entlang einer gegebenen Kurve, wenn die in der üblichen Weise aus den y2 ; kon- 
struierte Krümmungsgröße verschwindet. In $6 werden hyperkomplexe Zahlen 
herangezogen, und es werden die Beziehungen angegeben zu den Cartanschen 
Geometrien, die sich nicht auf die Länge, sondern auf den (n — 1)-dimensionalen 
Inhalt aufbauen. Es wird die Frage gestellt, inwiefern es Geometrien gibt, in denen 
(1) total geodätische Mannigfalltigkeiten darstellt. In $7 wird die Frage erörtert, 
wann (1) selbstadjungiert ist und’ wann die Bedingungen hierfür nicht nur notwendig, 
sondern auch hinreichend sind für die Möglichkeit der Anwendung eines Variations- 
prinzips. $8 enthält einiges über den Fall » = 1. Schouten (Epe/Holland). 


Konvexe Gebilde: 


Hadwiger, H.: Beweis einer Extremaleigenschaft der symmetrischen Kugelzone. 
Portugaliae Math. 7, 73—85 (1948). 

Die Frage ist noch ungelöst, welcher Körper unter allen konvexen Körpern, 
für die Volumen V und Oberfläche F vorgegeben sind, das kleinste Integral der 
mittleren Krümmung M hat. Verf. beweist hier, daß unter allen konvexen Ro- 
tationskörpern mit vorgegebenen V und F die symmetrische Kugelzone die Lösung 
liefert. Genauer beweist er die Ungleichung: 


M >y2rF/(sin?p + 2c0s 9) (2cosp + Ysing), 


wobei cos =£(0 sp sa/2) die einzige im Intervall 0 <£<1 liegende 
Lösung der Gleichung darstellt: 

BE-BI/I+2E- 2) = 187 V2jR; 
das Gleichzeichen gilt dann, wenn der Rotationskörper eine symmetrische Kugel- 
zone ist. Süss (Freiburg i. Br.). 

Hadwiger, H.: Zum Problem des vollständigen Ungleichungssystems bei kon- 
vexen Körpern. Arch. Math., Oberwolfach 1, 13—17 (1948). 

Es bezeichne $t(A) die vollständige innere und äußere Schar eines konvexen 
Körpers $}, und es sei } so gewählt, daß $t(0) dem Kern von $t entspricht. Für die 
Minkowskischen Koeffizienten des Volumens V(}) der Linearkombination (x + y=1) 
gilt bekanntlich 


pi 7 r 4; 

(a) VA = Voll) + 3V,(A) #y + 3V,(i) ay? + V,(A) Y? (Vz) — 7) 
und nach Bol 

1) KHA)Z3PV,(A), 2) Vı(A)>2V,(), 3) EAMZV;(A). 
Verf. teilt die Gesamtheit der konvexen Körper in drei Klassen A, B,C ein, je 
nachdem für alle 0 <A <oo in (1) bzw. (1) und (2) bzw. (1), (2) und (3) das 
Gleichheitszeichen gilt. Die Abgrenzung der Klassen B und (€ geschieht auf Grund 
folgenden Satzes: Notwendig und hinreichend dafür, daß drei positive Zahlen V,, 
V,, V, Minkowskische Koeffizienten eines konvexen Körpers fi von der Klasse B 
bzw. C sind, ist das Bestehen der Ungleichungen 


8n? 


rn <r EN 2NENM-N)-0- mal) 


bzw. 


jr n=V, E vıP; v%) | vr = AVs)° und (e). 


Der Beweis stützt sich wesentlich auf die Betrachtung der Funktionale 

V3(4) —Vs(A) Vila), 2V5(A) — 3V,(A) Va(A)Vz(A) + Vo(A) V5(A) 
und ihrer Ableitungen, die mit dem Koeffizienten von y? bzw. y?, den klassischen 
‘* Kovarianten H und Q der kubischen Form (a), übereinstimmen. Für die Klasse A 
ist das vollständige Ungleichungssystem noch unbekannt. Dinghas (Berlin). 
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Busemann, Herbert: A theorem on convex bodies of the Brunn-Minkowski 
type. Proc. nat. Acad. Sei. USA 35, 27—31 (1949). 

Es sei L ein (n — 2)-dimensionaler Unterraum in E,„, der den konvexen Körper K 
in inneren Punkten schneidet; P sei 2-dimensional und senkrecht zu Z im Punkte O. 
Bezeichne weiter 4 eine variable durch L begrenzte (n — 1)-dimensionale Halb- 
ebene, V(H AK) das Volumen von AHNK. Die Strecken OX,XEPNH, 


OX = V(HrK) erfüllen einen konvexen Bereich in P. Beim Beweis benützt 
Verf. den Brunn-Minkowskischen Satz. In der Theorie des Flächenmaßes der 
Finslerschen Räume [Verf., Curvature and angle in non Riemannian spaces (noch 
nicht veröffentlicht) ] spielt folgendes Korollar eine Rolle: O sei das Zentrum von K, 


und H30 (n — 1)-dimensional. Die Strecken OP, wo OB (HK) OP senk- 
recht zu H ist, erfüllen einen konvexen Körper. Färy (Paris). 


Angewandte Geometrie: 


& Sanden, H. von: Darstellende Geometrie. II. Aufl. (Teubners Mathematische 
Leitfäden, Bd.2.) Leipzig: B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 1949. 107 8. u. 
113 Abb. im Anhang. DM 5,40 karton. 

e Reutter, Fritz: Darstellende Geometrie. II: Kotierte Projektion. Orthogonale 
Axonometrie. Zentralperspektive. Karlsruhe, Verlag G. Braun G.m.b.H., 1948, 
220 S. mit über 300 Abb., Preis DM 12,50. 

Der im ersten Band, [s. dies. Zbl. 30, 321] angekündigte Fortsetzungsband ist erfreulich 
bald erschienen. Er zeichnet sich ebenso wie Bd.1I durch übersichtliche Gliederung, klaren 
Stil und sehr anschauliche Darstellungsweise aus. In dem Streben, trotz Hervorhebung der 
für die technische Praxis (vor allem Bauwesen und Architektur) wichtigen Teilgebiete an 
einem systematischen Aufbau festzuhalten, hat Verf. einen sehr glücklichen Mittelweg ge- 
funden. Die Eigenart in Auffassung, Zusammenstellung und Darbietung kommt m. E. be- 
sonders in dem ausführlich behandelten und mit zahlreichen konstruktiven Abbildungen 
ausgestatteten Abschnitt über Zentralperspektive zum Ausdruck. — Inhalt: Kotierte 
Projektion: Grundaufgaben; Darstellung von Kurven und Flächen, insbes. Geländeflächen, 
Böschungsflächen usw.; Anwendung bei Dachausmittlung und Geländeaufgaben. — Nor- 
male Axonometrie: Grundaufgaben über Spurendreieck usw.; Darstellung eben- und, 
krummflächig begrenzter Körper; Durchdringungen; Schattenlehre (Prinzip und Anwen- 
dungen). — Perspektive: Grundaufgaben; gebundene und freie Perspektive; Darstellung 
ebenflächig begrenzter Körper; Zentralriß des Kreises; Zylinder, Kegel, Kugel, Dreh- und 
Schraubflächen samt Verschneidungen; Innenraumperspektive, Spiegelung und Schatten- 
konstruktionen; Elemente der Reliefperspektive. H. Horninger (Istanbul). 


Wolf, H.: Betrachtungen zur astronomisch-geodätischen Netzausgleichung unter 
besonderer Berücksichtigung der Laplaceschen Gleiehung. Astron. Nachr. 277, 
209—220 (1949). 

Gegeben sind geodätische und astronomische Messungen. Die geodätischen 
Messungsgrößen sind die Winkel oder Richtungen des Dreiecksnetzes. Die astronomi- 
schen Messungsgrößen sind die geographischen Koordinaten einzelner Punkte und 
das Azimut einzelner Seiten. Da die gesuchten Koordinaten der Dreieckspunkte 
auf das Bllipsoid, jedoch die astronomischen Bestimmungen auf die Niveauflächen 
bezogen sind, muß die Lotabweichung 9, der Winkel zwischen der Ellipsoidnormalen 
und der Lotrichtung, berücksichtigt werden. Die Verbesserungen v der geodätischen 
und astronomischen Messungsgrößen werden so bestimmt, daß Bedingungs- 
gleichungen mit ausgeglichenen Größen erfüllt sind und [v2/m}] und [02] kleinste 
Werte annehmen. Verf. stellt 4 Möglichkeiten zusammen, die Hypothese [62] 
= Minimum durch eine andere zu ersetzen, bleibt aber wegen geringsten Rechen- 
aufwandes bei der bisherigen. Darstellung der direkten Lösung Helmerts. Verf. 
unterteilt Helmerts Ausgleichung des Rahmennetzes in die Bestimmung der 
Verbesserungen und die Lotabweichungsausgleichung. Der Rechnungsaufwand 
steigt bei den indirekten Verfahren höchstens proportional der Gleichungenzahl, 
dagegen bei den direkten Verfahren quadratisch. Konrad Ludwig (Hannover). 


19% 
Topologie: 


Kemperman, J.: Dimensionstheorie. Actual., Math. Centrum Amsterdam, 
ZW 1948, 016, 14 S. hektographiert [Holländisch]. 

Eine gut lesbare Übersicht über den Aufbau der klassischen Dimensionstheorie, 
ihre Geschichte und ihre Beziehungen zur übrigen Topologie. Vietoris. 

Kat£tov, Miroslav: Remarque sur les espaces topologiques denombrables. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 21, 120—122 (1948). 

Jeder reguläre, absolut abgeschlossene Raum ist bikompakt (Alexandroff und 
Urysohn). Verf. beweist, daß jeder abzählbare absolut abgeschlossene und here- 
ditär semi-reguläre Raum bikompakt ist. Es bleibt unentschieden, ob das auch 
für nicht-abzählbare Räume gültig ist oder nicht. Färy (Paris). 

Bockstein (Bok&tejn), M.: Un th6or&me de separabilit6 pour les produits topo- 
logiques. Fundam. Math., Warszawa 35, 242—246 (1948). 

Es sei {T',} irgendeine Menge von topologischen Räumen, die dem zweiten 
Hausdorffschen Abzählbarkeitsaxiom genügen und v% (= 1,2,...) eine abzähl- 
bare Basis des Raumes 7,. Im Produktraum 7T der Räume 7, werden offene 
Elementarmengen definiert: Ox,a,...am (vB; DRS ER. ve) bestehe aus denjenigen 
Puakten von T, für welche x,,€vi,.. , &,€ v5” gilt, während jedes von diesen 
verschiedene x, ganz T, durchläuft. Eine offene Menge in 7 ist eine Vereinigungs- 
menge von offenen Elementarmengen. Sie heißt „offene Menge mit abzählbarer 
Konstruktion“, wenn sie Vereinigungsmenge von abzählbar unendlich vielen offenen 
Elementarmengen ist. Verf. beweist den folgenden Trennungssatz: U und V 
seien zwei zueinander fremde, offene Mengen in 7’. Dann gibt es zwei zueinander 
fremde, offene Mengen mit abzählbarer Konstruktion U und 3, derart, daß UCU 
und VC% gelten. Dieses Theorem läßt sich auf den Fall von abzählbar unendlich 
vielen zueinander fremden, offenen Mengen verallgemeinern. Thimm (Bonn). 

Marezewski, Edward: Separabilit€ et multiplication cartesienne des espaces 
topologiques. Fundam. Math., Warszawa 34, 127—143 (1947). 

Die folgenden Bedingungen sind äquivalent in metrisierbaren Räumen: B: 
Es gibt eine höchstens abzählbare Basis für offene Mengen; D: Es gibt eine höch- 
stens abzählbare überall dichte Menge; K: Jede nicht abzählbare Menge von offenen 
Mengen hat eine nicht abzählbare Teilmenge, deren Elemente sich paarweise schnei- 
den; S: Jede Menge von paarweise fremden offenen Mengen ist höchstens abzählbar. 
Bezeichne (Y) die Klasse der Räume, die die Eigenschaft Y besitzen (Y=B,D, 
K,sS). Verf. beweist unter anderen die folgenden Sätze. I. Für ein en 
Produkt X7 gilt dann und nur dann XT€ (B), wenn Xe€(B) und T' höchstens ab- 
zählbar ist. II. XT€(D) dann und nur dann, wenn X€(D) und 7 höchstens die 
Mächtigkeit des Kontinuums besitzt. III. XTe(K) dann und nur dann, wenn 
X€E(K), ohne Einschränkung betreffs der Mächtigkeit von 7. [Ein ähnlicher 
Satz betreffend (S) ist nicht bekannt. ] Fary (Paris). 

Keldys, L. V.: Stetige Abbildungen eines nulldimensionalen Kompaktums. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 58, 1585—1588 (1947) [Russisch ]. 

Verf. gibt ohne Beweise notwendige und hinreichende Kriterien dafür an, daß 
'eine Abbildung f(X) = Y des nulldimensionalen Kompaktums X auf das n- 
dimensionale en Y in der Form A:f= py darstellbar sei, wo dim y(X.) 
—=dimX (=0), und @ endlichfach ist. Unter anderen gilt folgender Satz: Die 
Darstellung A, wo @ m-fach ist (d.h. jeder B.ldpunkt höchstens m Urbilder hat), 
ist dann und nur dann möglich, wenn eine abnehmende Folge (S,) von Zerlegungen 
von X in sich nicht überschneidende Stücke existiert, so daß (S,) eine höchstens. 
(m — 1)-fache e,-Zerlegung von Y induziert (&,— 0). Weiter beschreibt er aus- 
-führlich eine Abbildung f(P) = €, wo P die Cantorsche Menge und C das Quadrat 
_ bezeichnet, die irreduzibel ist und keine Darstellung A gestattet. Fary (Paris). 
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Whyburn, 6. T.: Continuous deeompositions. Amer. J. Math. 71, 218—226 (1949). 

Eine eindeutige analytische Funktion f(z) bestimmt eine Zerlegung der Ebene 
in die abgeschlossenen Mengen f*!(w). Die Elemente dieser Zerlegung, die eine offene 
Menge schneiden, erfüllen eine offene Menge (lower semi-continuity), aber diein einer 
offenen Menge enthaltenen Elemente erfüllen nicht notwendigerweise eine offene 
Menge. Dabei sind die Elemente nicht beschränkt, wenn /(z) eine ganze transzendente 
Funktion ist. Verf. untersucht solche Zerlegungen von Hausdorffschen Räumen 
(und Topologien in der Zerlegung), die allgemein genug sind, damit die so er- 
haltenen Resultate auch in dem erwähnten Spezialfall anwendbar seien. Fary. 

Coxeter, H. 8. M.: Configurations and maps. Rep. math. Collogu., Indiana, 
11. s. 8, 18—38 (1948). 

Ein System zweier (oder mehrerer) konzentrischer regulärer Polyeder, die sich 
in einer solchen Lage befinden, daß ihre Ecken diejenigen eines einzigen regulären 
. Polyeders sind, wird als ein eckenregulärer Polyederkomplex bezeichnet. Die- 
selben — sowie ihre mehrdimensionalen Analoga — wurden von mehreren Autoren 
eingehend studiert [vgl. H. S.M. Coxeter, Regular polytopes, London 1948; dies. 
Zbl. 31, 65]. Da nun die durch reguläre 3-, 4- oder 6-Ecke ausgepflasterte Ebene 
als degeneriertes reguläres Polyeder aufgefaßt werden kann, erhebt sich die natür- 
liche Frage, was für einen regulären Komplex diese degenerierten Polyeder bilden 
können. Verf. gibt zunächst eine Aufzählung dieser Komplexe. Dann wendet er 
die Bemerkung, daß sich die Ebene durch Identifizierung homologer Punkte eines 
Punktgitters topologisch auf einen Torus reduziert, auf die genannten Pflasterungs- 
komplexe an und erhält in höchst eleganter Weise die vollständige Aufzählung der 
regulären Karten auf dem Torus. Es ergibt sich u. a., daß eine reguläre Karte mit 
n sechseckigen Flächen dann und nur dann existiert, wenn n sich in der Gestalt 
n=b+be+& (b,c=0,1,2,...’b+c>]1) darstellen 1laßt.. Ferner wud 
Mengers Vorschlag, eine Konfiguration durch einen Graph darzustellen und den 
Graph in eine geeignete Fläche einzubetten, in einer Reihe von Einzelfällen durch- 
geführt, wodurch verschiedene, z. T. neue, gruppentheoretische und topologische 
Eigenschaften der entstehenden regulären bzw. halbregulären Karten hergeleitet 
werden. L. Fejes Töth (Budapest). 

Erdös, P.: Some remarks on the theory of graphs. Bull. Amer. math. Soc. 53, 
292—294 (1947). 

Zwei Graphen @ und @° sind komplementär, wenn sie alle Eckpunkte, aber keine 
Kante gemeinsam haben und je zwei Eckpunkte entweder in @ oder in @’ durch eine 
Kante verbunden sind. Es werden im Anschluß an Bemerkungen zu einem Satze 
von Ramse,’ Fragen folgender Art behandelt: Welches ist die Mindestzahl f(k, I) 
der Ecken eines Graphen @, damit entweder @ einen vollständigen Teilgraphen 
k-ter Ordnung oder @’ einen vollständigen Teilgraphen !-ter Ordnung enthalten 
muß ? Ein früheres Ergebnis von Verf. u. Szekeres [Compositio math., Groningen 


2, 463—470 (1935); dies. Zbl. 12, 270], daß f(k,1) < a wird ergänzt durch 


f(k,1)> 2%*?. Daraus folgt: Wenn bei gegebener Eckenzahl n A(n) die größte Zahl 
der Eigenschaft ist, daß @ oder @ einen vollständigen Teilgraphen A(n)-ter Ordnung 
enthalten muß, so gilt: 

logn 2logn 

Se au), a 

Wenn @ orientiert ist undn >(k —1)(l—1)-+ 1, dann enthält @ einen voll- 

ständigen Teilgraph k-ter Ordnung oder @ eine ! Eckpunkte verbindende Bahn; auf 
Zahlensysteme angewendet: Ein System von (k—1)(l—1)-+1 verschiedenen 
ganzen Zahlen enthält entweder ein Teilsystem von %k Zahlen, von denen keine ein 
Vielfaches der anderen ist, oder eine Folge von ! Zahlen, in der jede ein Vielfaches 


der vorangehenden ist. Künneth (Erlangen). 


